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������"���& ����"" #��'�!�� ()*+,- �!����  �%
����& ".��'��� � /�0 " ������!� ���1��'��"�#
/�0� 2���. �� #�-  � ���3��- ���.��3��#  ��!!
 ���3��4 ���5���$��4 3"!��� Ǳ5!�$ β �∈ �� 7
���5���$��� 3"!��- x 7 #��'�!���� 8��.��3��
9�9 3"!�� :��#�����- ���1����'"#- 3�� |x| ;
β. <�!!#���"# �11"�"���& !�=#��� (��3��$��&
����.� , A  ��!!� ���5���$��4 3"!�� �� �&- 3��
�� ⊂ A ⊂ β� Ǳ�! ��$ 5 �11"�"���& !�=%
#��� ������!� ��!��1������$��#- �� �� �����#�
� � />0 �?�5? ������" �%#��'�!������ ����1�%
�"#5? ��!��1������$��!�$ ys, s ∈ A #�'�� ���%
1��'"�$ 1� �� �����=� α �∈ A- ��"3�# 1�� �!�4
:��#����� ���1��'��"� �51�� ��������� �?%
��� .������ .�1����� ������" �%#��'�!�������
!��&!���� Ǳ����"� ���1��� �� !�=#���5 �� %
'� ���1"�!� " ��!5'1���!� � />0� @"���1�&%
!��"���$�5? !��5 �5�5- ����?A5?!� B� ���%
 ��!!�# ��C"����$��4 3"!�� �� ����D��"? A%
���'1�!�����"�-  � " � ���1�15A"4 ������4-
���.��3"# ∗

A��
E�&3�! #� ��!���"# �� ������ !�#�&!���

U(A, ��1 ��!!�� x- 1�&!��5� �� "�15 C"" ��3%
�" �� '�-  � :�� ���� !1����� � /�0� F !�%
#�&!��� U� ����!�# �!� ��1#��'�!��� x� �!�"
!�#�&!��� Uk 5'� ��!������- �� � Uk�� ����!�#
�� " ���$ � �� ��1 ��!!� B ⊂ x- 1��  �����4
#�'�� ���$ ��&1��� #��������� �� � �?3��"?
C���3 � ����'1�?A"4  ��!!�� Bs, s ∈ A ". UkG
�!�" :�� C���3 � ��.��!����- �� 1��'�� �����%
���$!� B ; ∪{Bs, s ∈ A}- �!�" '� 5������- ��
B ; ∩{Bs, s ∈ A}� �� ���C- ����'"#

U(A, ; ∪{Us, s ∈ A}.
�� ��4  ��!!�4 ��!�������=� !�#�&!���- =1�

��.#�'��- ����1��"# ��������!�$- �� '� "!%
���$.5� "�15 C"?� 
�� :��#����� u ∈ U� (#��%
'�!��, ����'"# �A(u, ; �(u, ; |u|/β (.1�!$
��13�� �5��- 3�� ��"��1"#�� ����1����"� !�%
���1��� ! ����� 1����# � /�0,� �!�" ��������!�$
����1����� �� !�#�&!���4 ! #��$D"#" ��#���%
#"- " B ∈ Uk��- �� �5!�$

�A(B, ; HIJ
s∈A
�A(Bs,,

=1� Bs, s ∈ A 7 C���3 � ����'1�?A"4 B ". Uk-

�!�" ���$ � ���"!����& ���1�� ����1����� Ǳ�%
�����- 3�� � !"�5 !4�'�!�"  ��!��5 C"" ! ��&-
 ������ ���1��'��� � ���1�15A�& ������- #��%
="� !��&!��� :��& ��������!�" #�=5� ���$ �����%
���� !4�'"# ����.�#� K���� ��=�- �!�" A ; ��-
�� � ���.��3��"�4 /�0 U(A, ; U , �A ; �� 8!���
��#��"#- 3�� !��&!��� ��������!��& �A(u, #��%
'�!�� u �� �5'1�?�!� �" �  � �# ���!�����""�

F ��!���A�& ������ ���1��=���!� ��14�1- ��%
.����?A"& ����1��"�$ ��������!�" �� !�#�&%
!��� ��1 ��!!�� x- � �� �����# !#�!�� �����
D"�� �#- ��'��" U(A,� F �!���� :��=� ��14�1�
��'"� 5!����D��!��������& ���"��� �����#� �
���1�15A�& �������

Ǳ5!�$ B ⊂ x� ������" �%#��'�!������ ����%
1��"#�� C���3 " #��'�!�� uγ , vγ , γ ∈ A �51�#
��.����$ �"'��& " ���4��& ����� !"#"�5?A�&
C���3 �& 1�� B- �!�" ������ ". �"4 ��.��!����-
������ 5������ �� � �?3��"?-

(∀ γ ∈ A, uγ ⊂ B ⊂ vγ ⊂ x,

" 1�����"���$�� ����1���� ���1��

HIJ
γ∈A

(�(vγ,−�(uγ,, ; L. (�,

Ǳ��1����'"#- 3�� uγ , vγ , γ ∈ A C���3%
 " #��'�!��- ����1�?A"� ��#" '� !��&!���#"
#��������!�"- 3�� �"'��� " ���4��� ����� %
!"#"�5?A�� C���3 " �� �����=� ��1 ��!!� B
#��'�!��� x- !�����1�"�� (�, " 1�����"���$��
(∀γ ∈ A, uγ ⊂ vγ . ��=1� ��" 5!���""

∪{uγ , γ ∈ A} ⊂ B ⊂ ∩{vγ , γ ∈ A}

#� �51�# =����"�$- 3�� ��1 ��!! B ��'"� �
A%.�.���- ����1����#�# ��!!#���"���#�#" C�%
��3 �#" #��'�!��� Ǳ���.��# .1�!$ � �.�����%
!� !��15?A�� 5����'1��"��
����� 	� Ǳ���� A � ���	�	
��
 ��������

xs, ys, s ∈ A � ������	����������
���� �����
���	��� �	���
�� ���������� �������
������
����	� ���
�� 	� ������� 
���������� � 
���
��� ���
��� 	 (∀ s, t, xs < yt� ���	

HIJ
s∈A

(ys − xs, ; L,

�� 
 ∗
A� �� ���
��� �� �� ������	� �������


HIJs∈A xs, HIJs∈A ys�

���
���������� 
�� ���".���$��=� k ∈

A- ����"#��-

|xm − xs| ≤ |ys − xs| <
�

k
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��" 1�!����3�� ���$D"4 s " m > s- 3�� � ���%
#"����="" /�0 �.��3��� B5�1�#�����$��!�$ ��%
!��1������$��!�" xs, s ∈ A� Ǳ�! ��$ 5 � ���%
��#� � C"�"�������& ������ �� �.���- 3�� 1��
�11"�"���4 !�=#����� ���"3"� B5�1�#�����$%
��!�" ��!��1������$��!�" ����4�1"#� " 1�!��%
��3�� 1�� !5A�!������"� �� ���1���- �� ��� ���%
1��� x, y .1�!$ !5A�!��5?�� 
�� 1� �.����$!���
"4 �����!��� 1�!����3�� .�#��"�$- 3�� ��" ���%
".���$��# s ∈ A " 1�!����3�� ���$D"4 k "#���
#�!��

|x − y| ≤ |x − xk|� |xk − yk|� |yk − y| ≤ �

s
,

3�� �.��3��� A%��'1�!������!�$ x " y- � !��1�%
�����$��- "4 !����1��"�  � :��#����� ∗

A��
Ǳ���=�� � ��##� xs ; �(us,, ys ; �(vs,- #�

���53��# ��.#�'��!�$ 1��$ !��15?A�� ����1�%
���"�G �!�" ��1 ��!! B ��'"� � A%.�.���- ����%
1����#�# C���3 �#" #��'�!�� uγ , vγ , γ ∈ A- ��
���1�# 1�� ��=�

�A(B, ; HIJ
γ∈A
�(uγ,.

����� � ( ���� ���!�$,� !�����	� �A(B,
�� ��
	�	� �� 
	�� "������ �������
� �����
����# 	� ����
����
�# 	
 A�������

���
���������� Ǳ5!�$ HIJγ∈A�(uγ, ;

HIJγ∈A�(vγ, ; q- � u′
s, v

′
s, s ∈ A 7 1�5="� C���3%

 " #��'�!��- ����1���?A"� A%.�.��- �  �����#
��'"� ��1 ��!! B� ��=1� ". ��##� � !��15��
!5A�!������"� 3"!��

p ; HIJ
γ∈A
�(u′

γ, ; HIJ
γ∈A
�(v′

γ,.

Ǳ�! ��$ 5 u′
γ ⊂ B ⊂ vs 1�� ���".���$��&

���� s, γ ∈ A- ���
(
u′

γ

) ≤ �(vs, " � !"�5 !��&!��
���1��� p ≤ q� 8������� �������!��� !��15�� ".
� �?3��"� us ⊂ B ⊂ v′

γ - �� '� !�����1�"��=�
1�� ���".���$��4 s, γ ∈ A� M�##� 1� �.����


�� 1��$��&D�=� ��# �515� �5'�� �A� 1��
��##��
����� �� Ǳ���� ��������� B,C ����� 


����� A�������� $���� B ∩C ���	� 
 ��� ��
A������� 	 �A(B ∩ C, ; �A(B,�

���
���������� Ǳ5!�$ .�.�� ����1�����%

!� C���3 �#" #��'�!�� us, vs, s ∈ A� ��=1�-
�3��"1�� us ⊂ B, us ⊂ C- � !��1������$��-

(∀s ∈ A, us ⊂ B ∩ C ⊂ C ⊂ vs,

�� 51� ��#�1����� !��15�� 5����'1��"� ��##��
����� �� Ǳ���� ���������� �A(B,,�A(C,�

$���� ���������� 	 �A(B ∩ C,�

���
���������� �!���$.5�# C���3 " #��%

'�!�� uB
s , vB

s , uC
s , vC

s - s ∈ A-  �����#" ����1�%
��?�!� !������!��5?A"� A%.�.���� Ǳ�" :��#

uB
s ∩ uC

s ⊂ B ∩ C ⊂ vB
s ∩ vC

s . Ǳ������- 3��
uB

s ∩ uC
s s ∈ A 7 #�������� ��.��!��?A�� ��

� �?3��"? ��!��1������$��!�$- � vB
s ∩ vC

s ����%
��!� #�������� 5����?A�& C���3 �& #��'�!���
�!���$.5� !��&!��� ��������!��& 1�� #��'�!��-
.�#��"# 1����- 3��

�(vB
s ∩ vC

s ,−�(uB
s ∩ uC

s , ;

; �(vB
s ∩ (vC

s \ uC
s ,, ��(u

C
s ∩ (vB

s \ uB
s ,, ≤

≤ �(vC
s \ uC

s , ��(v
B
s \ uB

s ,.

F !"�5 ����1����"� A%.�.��� ��" ���".���$%
��# γ ∈ A " 1�!����3�� ���$D"4 s

�(vC
s \ uC

s , ; �(v
C
s ,−�(uC

s , ≤ �

�γ

" �����="3��� �������!��� "#��� #�!�� 1��
�(vB

s \ uB
s ,� 8�!?1� !��15��- 3��

�(vB
s ∩ vC

s ,−�(uB
s ∩ uC

s , ≤
�

γ
.

��� - #� 1� �.��"- 3�� �������� ����!�3�%
�"� �"'��& " ���4��& ����� !"#"�5?A"4 C���%
3� A%.�.����- !�1��'�A"4  ��!!� B " C- ����%
.5�� ����& .�.��- !�1��'�A"& ����!�3��"� :�"4
 ��!!��� M�##� 1� �.����
������� 	� Ǳ�������� B,C ����� 
 �����

A������� ����� 	 ������ ������ ����� ���� ��
���� 	� �A(B,, �A(C, ���������� 	 ��
�����
����
 ����� E� ��� �A(E, ; L� 	 ��� �	����
��	�����
 �������	 ������
 B 	 C ����
���	
�

��#���	� BNC ⊂ E�

���
���������� E��3��� ����4�1"#�!�$�

�!�"  ��!!� B,C ��'�� � �1��# A%.�.���- ��
����1����� ��� ����5�#�� ��������!�"� 8��%
.��3"# !������!��5?A"� ����� !"#"�5?A"�
C���3 " #��'�!�� 3���. uB

s , vB
s , uC

s , vC
s , s ∈ A�

Ǳ������- 3�� � ��D�# !�53�� ���4�"� " �"'�"�
����� !"#"�5?A"� C���3 " 1�� B " C #�=5�
���$ ������� �1"�� ���#"- �� #� :��=� 1����$
�� �51�#� F�����#

uB�C
s ; (uB

s \ vC
s , ∪ (uC

s \ vB
s ,,

vB�C
s ; (vB

s \ uC
s , ∪ (vC

s \ uB
s ,, s ∈ A. (�,

����� �� ���	 �A(B,,�A(C, �����������
�� ����
���	
�

HIJ
s∈A
�(uB

s ∩ vC
s , ; HIJ

s∈A
�(uC

s ∩ vB
s , ; �A(B ∩ C,.


���
���������� ����"#��-

�(uB
s ∩ vC

s , ; �(u
B
s ∩ uC

s , ��(u
B
s ∩ (vC

s \ uC
s ,,.

Ǳ�" :��# 1�� ���".���$��=� k ∈ A " 1�%
!����3�� ���$D"4 s-  � :�� ���� �� �.��� ��"
1� �.����$!��� ��##� �-

�(uB
s ∩ vC

s , ≥ �(uB
s ∩ uC

s , ≥ �A(B ∩ C,− �

k
.

��



���������� � ��������

E 1�5=�& !������-

�(uB
s ∩ vC

s , ≤ �(uB
s ∩ uC

s , ��(v
C
s ,−�(uC

s ,

" ��" 1�!����3�� ���$D"4 s ∈ A

�(uB
s ∩ uC

s , ≤ �A(B ∩ C, �
�

�k
,

� �� '�

�(vC
s ,−�(uC

s , ≤ �

�k
.

Ǳ�1��1� "��= ��"��1����# �� ��1 �#- ��%
�53��#- 3�� ��" ���".���$��# k ∈ A " 1�!��%
��3�� ���$D"4 s

∣
∣�(uB

s ∩ vC
s ,−�A(B ∩ C,

∣
∣ ≤ �

k
.

8�#��"�- 3�� 1�� �(uC
s ∩ vB

s , ��!!5'1��"�
!����D���� �����="3��- .����D��# 1� �.����$%
!��� ��##��

�. B��#5� (�, " ��## �- � ���53��#- 3��

�(uB�C
s , ; �(uB

s ,−�(uB
s ∩ vC

s ,�

��(uC
s ,−�(uB

s ∩ uC
s ,

" "#��� !��"# ���1���# ����'��"� �A(B, �
�A(C, − ��A(B ∩ C, ; L� �����="3��# ����%
.�# �(vB�C

s , "#��� ��� '� ���1��� ��# !�#�#
�A(BNC, ����1����� " ����� �5�?- 3�� .����%
D��� 1� �.����$!��� ����4�1"#�!�" (#�'�� ��%
����$ E ; BNC,�


�� 1� �.����$!��� 1�!����3��!�" ���1��%
��'"#- 3�� ��������!�$ �A(B, ����1�����-
�A(E, ; L� ����� !"#"�5?A"� C���3%
 " 1�� 5��#��5��4  ��!!�� ���.��3"# 3���.
uB

s , vB
s , uE

s , vE
s , s ∈ A� Ǳ���'"#

us ; uB
s \ vE

s , vs ; vB
s ∩ vE

s , s ∈ A.

O!��- 3�� ������ ". :�"4 C���3� ��.��!����-
� ������ 5������ �� � �?3��"?- ��"3�#

us ⊂ B ∩ C ⊂ C ⊂ B ∪ (BNC, ⊂ vs.

�. :��& '� C���3 " � �?3��"& !��15��- 3��
��" �?��# s ∈ A ����� us ⊂ B ⊂ vs. 8!����!$
������"�$ !�����1�"��!�$ �����!���

HIJ
s∈A
�(us, ; HIJ

s∈A
�(vs,.


�� :��=� .��"D�#

�(us, ; �(u
B
s ,−�(uB

s ∩ vE, ≥
≥ �(uB

s ,−�(vE
s ,.

Ǳ�" ���".���$��# k ∈ A " 1�!����3�� ���$%
D"4 s ∈ A "#�?� #�!�� �������!���

�(uB
s , ≥ �A(B,− �

�k
, �(vE

s , ≤
�

�k
,

�� 51�

�A(B, ≥ �(us, ≥ �A(B,− �

k
.

�� "# ����.�#- HIJs∈A�(us, ; �A(B,. �
��#5 '�

�(vs, ≤ �(vB
s , ��(v

E
s , ≤

≤ �A(B, � �

�k � �

�k ; �A(B, � �

k

��" ���".���$��# k ∈ A " 1�!����3�� ���$D"4
s� E 1�5=�& !������-

�(vs, ≥ �(vB
s , ≥ �A(B,− �

k
,

3�� 1� �.����� !�����1�"��!�$ ���1����'��"�
HIJs∈A�(vs, ; �A(B,- � �#�!�� ! �"# " �����#5�

8��.��3"# 3���. B(A, !�#�&!��� �!�4 ��1%
 ��!!�� x- 1��  �����4 �A #�'�� ���$ ����1�%
���� ��"!����# ��D� ����.�#� 
�5="#" !����%
#"- B(A, !�!��"� ". ��4  ��!!��-  ������ ����%
1�?� �  � �&%�"�51$ A%.�.��� �. !��&!�� ���1�%
�� " ����1����"& ���� �?� !��15?A"� !��&!���
��������!�"G

�� ∅, x ∈ B(A,P
�� B,C ∈ B(A,, B ⊂ C ⇒ �A(B, ≤ �A(C,�

�A� �1�� !��&!��� ��#�1����� ���53���!� ".
�����#� �- �!�" ���$ � #� .�#��"#- 3�� 1�� C�%
��3� us, vs, s ∈ A- ����� !"#"�5?A"4 B- ��%
�������

∅ ⊂ BNC ; B \ C ⊂ vs,

� .��3"� BNC ��'"� � A%.�.���- ����1����#�#
C���3 �#" ws, vs, s ∈ A- =1� ������ ". C���3� 
��!������ " !�!��"� ". �5!��4 #��'�!��� 8!��%
��!$ �"D$ .��"!��$

HIJ
s∈A
�(ws, ; HIJ

s∈A
�(vs, ; L,

�� 51� !��15��- 3�� ���������

>� B ∈ B(A,, �A(B, ; L, C ⊂ B ⇒ C ∈
B(A,, �A(C, ; L�

�� ".��!���- #��� ("�" ��������!�$, ��.�%
����!� �����&- �!�" �?��& ��1 ��!!  ��!!� �5%
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