
���������� � ��������

	
� ��
����

���� �����	�
�� ��
� ����
�

���������	
�� ��
������
�
� ����
�� �

	���

�� ���� � ����������� 
�	
��	��

�������� ��	�
� ��������	
 ������ 
������


��������� ����
 �������	�	 �
�����
 ���

������ ������

��
 ������ ���� �!"��
  #$�! %�&'!"��
 "��&"� (

&$) *
 +��"�, -�'�($*)
 . $! %�'*� �

�� ��������� ������������� ����������
��� ������ !���"����#�� "�$� ��%!���" &��
��� � !��$��%' ��&����()�� ��� !�� !��*���
&�������� !�������� #����� ' ��� � !�� �"�
"��������� ��&������ �������*���"��� !��+�"�
"��� �&,����� ������������ ������ -����"�
�� � *�&��' &�!���#()�� $�"�������� "��� "
������%� ��$� "��$����%� *����+�%�' !������
-��� �"�����."# ���,��.�� &����� /�0� 1�&�
������ �"!���� ������������ ���-��� -���
��"�� � !��"��% "��� �""��������". ��������
��"�� � ��"����� %��*�%� ������%� 2"%� /�3
�04� 5 /
0 !�"������ ��6���� &����� � !��"�
��% *���&�����.��% "��� " ������%�' ��!���
��+��%�%�' ��!����-��%� *����+�%�' �� ���
����� &���� !�"��#��� *���&�����.�� 2!���
���.�� 4 *������� ��%!����,��� ����������
��� ���-���� ���������&,��"# �,$���"�� &����
"�%�"�.( !�����.�� ��%!������ "����"�� ��
!�!������ ����������� Ǳ�� 8��% ��%!����,��
-����"�� ���� �� &���"�� �� !�����.�� �����
������ � �%��� "�"����#(),(' !�����%���.��
&���"#),( �� !�!������ ���������� 2!����
��% �� "��!���4� �����"����"�. *������+��
���� ������+�� ",)�"������ &���"�� �� ,*��'
�!�����#()�*� �������+�( *�������� ��%!����
�,�� ����"����.�� ������� ,"������# "��� �#�
-�"�� /�3�0� ���$���� �����"����� ����������
��� ���-���� ��&������ � ��������.��% "��� /�'
�0� ������������ ������� -����"�� � !��"��%
$�"�������% ��������.��% "��� �&,����"# � /�'
�0 ��# "�,��# �������' ��!����+��%��' "�*���
"������ ���-,)��"# *����+' �� ������� !���
���-�����"# !�"��#���# ��&��"�. ��%!����,��
5�&����()�� "��+�������� ������� ����������
&,��"# ���� ��% ��"!���������% ��%!����,��
����"����.�� !�!������ ���������� � �,$����
"��% !��9���% "����"��� 5 /�0 ��""%��������"#
��6���� ��# ��������*� "��# " ������%�' ���
!����+��%�%�' ��!����-��%� *����+�%�' ��
������� !�����-�����"# ���������# ��%!����
�,��' � "�,���' ��*�� !� �$:�%, -����"�� �����
����� ��"!�������� ��,������� �"������� ���
!��� ;��$����# ������+�# � &�%��,��� �$:�%��

�""���,��"# ��"����� � /<0' !�� 8��% �"!��.&,�
(�"# ������ ��6���# ��# $�"�������� "���� �
��6���#' !��,������ � !��$��-���� !��&,)�*�
������#� 	"�� ����"�. ������������ � ���%��
��99,&������ ������ � ��������� "��#� �&�
,����"# � /�' �' �' �0�

5 ��"��#)� ��$��� ��""%��������"# &�����
������+�� -����"�� � ��������% "��� " �����
��%�' ��!����+��%�%�' ���-,)�%�"# *�����
+�%�� ������������ ���-���� -����"�� � !���
"��� �#-�"�� �!�"�����"# "�"��%� ,������� 
=$��$����>,""���"�� /�3�0� ;�����"# ������ ���
6���� ��,%���� "��+������� &������ 
�����
��6���� #��#��"# �$�$)����% �&��"���*� ��6��
��# >����� � ������+�� -����"�� � *���&���
���.��% "��� /
0�

?��. ��$��� 3 !�"������� �����*� ��6���#
"�"��%� ��99����+���.��� ,������� ' �!��
"���()�� ���-���� -����"��' %������������
!�����.��� � !�!������� *��������� ��%!����
�,��' ��#������ �"�$����"�� �&��%��� "���#
��&������ %�����&%�� ������+�� � *������+��
����% !��� ��&����� �����"����"��� Ǳ�� �&,�
����� ������+�� � "��� " ���-,)�%�"# *���
��+�%� !�� ������� ��,������� �"��������
��!��' ��"!���������� ��������� ��$� �������
�����' �""���,��"# �&��%��� "���� *������+��
���� ������+�� � 899����� "���*���� ������ 
�,8���' � ���-� ���#��� �������� ,*�� �������
"��# �� �������� ������#�

	� Ǳ��
������ ������� Ǳ,"�. -����"�.
&�!���#�� $�"������� ' �������� "�� " �����
��%�' ��!����+��%�%�' ���-,)�%�"# *�����
+�%�' ��*����%� �� ��&�� ��%!����,��' �
���-� !�� ������� !�����.��*� ��%!����,��
��*� *�������� Ã 2"%� ��"� �4�

;�"��%� ,������� ���.��;���"� � !��$���
-���� =$��$����>,""���"�� � !��"��% "�,���
%�-�� $��. !���"������� � ���� /�3�0@

−→vt A 2−→v ∇4−→v B −�

ρ
∇p A νC−→v −

−−→g βT, 2�4

div−→v B D. 2
4

	�������� !�����"� ��!�� !�� ������� ��,�
������*� ��!����������# �%��� ��� /�0@

Tt A
−→v ∇T B χCT A

Q

ρcp
. 2�4
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E��". −→v B 2u, v4 3 ������ "����"��F p 3 ���
������ 2���������� �� *����"������"��*� ������
��#4F T 3 ��%!����,��F −→g βT 3 "��� !���,��"�
��F −→g B 2g�, g�4 3 ,"������� "��� �#-�"��F β 3
��899�+���� ��!����*� ��"6�����#F ν 3 ��89�
9�+���� ����%�����"�� �#&��"��F χ 3 ��899��
+���� ��%!����,��!�������"��F Q 3 ������"���
��!��' �����#�%�*� ��,������%� �"�������%� �
�����+� �$:�%� -����"�� &� �����+, ���%���F
ρ 3 ��������� ����"����.��� &������� !�����"��
-����"��F cp 3 ��!���%��"�. !�� !�"��#���% ���
�������

1�"� �� G��%����# �$��"�� ������#

5�$���% "�"��%, ��������� ����% �$��&�%'
��� g� B g HIJα' g� B −g JKLα� E�!�6�% "�"��%,
,������� 2�432�4 � "��+�������% "�,��� � $�&�
��&%���� 9��%�' �"����� &� �"��%�%� 9,���
+�#%� !��-��� �$�&������#@

u · ux A v · uy B −px A
�

Re
Cu−

Ra

Re�Pr
T HIJαF 2M4

u · vx A v · vy B −py A
�

Re
CvA

Ra

Re�Pr
T JKLαF 2�4

ux A vy B DF 2<4

u · Tx A v · Ty B
�

RePr
CT A q. 2�4

E��". Re B
u∗l
ν

3 ��"�� 1� ���.�"�F Ra B

l�gT∗β
νχ

3 ��"�� 18��#F Pr B
ν

χ
3 ��"�� Ǳ������

�#F q 3 �"��������� ����� E��&����� �$�&���
���� ��������� ����������� �������� "�����
"�� 2u∗4' ��%!����,�� 2T∗4F l 3 ���������� ��&�
%�� �$��"�� ������#' ��!��%��' 6����� "��#'

g B |�g|� Ǳ,"�. D < α <
π



� E�%���%' ��� �"����

������ ���� q � $�&��&%����% ���� 2"%� 2�44

������ $�& �$",-����# ���������� ��������
%�)��"�� ��!����������#F $�&��&%���� ����
��& �� !�������"#' � �"������ ���%���� $,���
,������ ��&%�-�� &���"�%�"�� q �� !�!�����
�� ���������� y�

5 ����"��� *�������� ,"���� �� ���-,�
)��"#' ��!����+��%�� *����+�� ��""%����%
,"����# !����!���# ��# "����"��

u|y�� B u�, u|y�� B u�, v|y�� B D,

v|y�� B D. 2N4

>,��% "�����.' ��� �� *����+�� "��# &�����
���� ��� ��"!��������� ��%!����,��� Ǳ�� !��
������ � $�&��&%����% ��������% *��������
,"����# ��# ��%!����,�� !��%,� ���@

T |y�� B Ax A θ�,

T |y�� B Ax A θ�. 2O4

E��". A B
Ãl

T∗
' θi B

Ti

T∗
2i B D, �4' �"�� � ��&�

%���� 9��%� *�������� ,"����# �%�(� ���

T |y�� B Ãx A T�, T |y�� B Ãx A T�.

E�%���%' ��� !���!�� ��%!����,�� |T� −
T�| B T∗ %�-�� $��. !���#� � ����"��� ������
����� ��%!����,���

5 ����"��� ��!�������.��*� ,"����# !��%�%
,"����� &�%��,��"�� !�����@

�∫
�

u2y4dy B D. 2�D4

�� ������������� 
������ ������
� �

��������� ����� Ǳ,"�. ��6���� &����� 2M43
2�D4 �%��� ���� ���' ��*�� !�����.��# ��%!��
����� "����"�� &���"�� ���.�� �� !�!������ 
����������' � ��%!����,�� ���� �� &���"�� ��
!�����.�� ���������� � �%��� "�"����#(),(
θ2y4 2"%� /
3<04@ v B D, u B u2y4' T B Ax A θ2y4'
p B p2x, y4� Ǳ,"�. �"��������� ���� q ���� ��
&���"�� �� y@ q B q�y A q��

��*�� �& "�"��%� ,������� 2M432�4 "���,��
,��������' "�#&���()�� 9,��+�� u � θ

u�IV � B
Ra

RePr
θ′′ HIJα, 2��4

� &���% � ,�������� ��������*� !��#��� ��#
����-����# 9,��+�� u@ u�IV � − Ra HIJαAu B
−q�Ra HIJαy−

q�Ra HIJα. 2�
4

��
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���� ������ ������
������� ��������

���� �������
� 
������
�� � Ǳ,"�. A > D�
��*�� ��6���� ,�������# 2�
4 �%��� ���@

u B C�e
γy A C�e

−γy A C� JKL2γy4A

C� HIJ2γy4 A
q�
A

y A
q�
A

, 2��4

*�� γ� B RaA HIJα > D�
Ǳ�"��#���� Ci �����#�"# " !�%�).( �����

��� ,"���� 2N432�D4� �& ,"���� !����!���#
2N4 "���,��@

C� B u� − C� − C� − q�
A

,

C� B C�2γ − eγ

JKL γ
4 A C�2γ−

e−γ

JKL γ
4− u�γ A

q�
A

γ−

�

A JKL γ
2q� A q�4 A

u�
JKL γ

. 2�M4

	������# ��� ��6���# u' �& �"����� "��
"��%� 2M432�4 ������% "�"����#(),( ��%!����
�,�� θ2y4

θ B
γ�RePr

Ra HIJα
2C�e

γy A C�e
−γy− C� JKL2γy4 −

C� HIJ2γy44− AyαA

RePrC	

Ra HIJα
, 2��4

� &���% � ��������

p2x, y4 B
γα

Re
2C�e

γy − C�e
−γy A C� HIJ γy − C� JKL γy4 A

RaA JKLα

Re�Pr
xy − RaA JKL� α


Re�Pr HIJα
y� − RaA HIJα


Re�Pr
x�A

C	α

Re
y − C	

Re
xA C
. 2�<4

�& ,"���� 2O4 ��# ��%!����,�� � ,"����#
&�%��,��"�� !����� 2�D4 "���,��@

θ� B
γ�RePr

Ra HIJα
2C� A C� − C�4 A

RePrC	

Ra HIJα
F

θ� B
γ�RePr

Ra HIJα
2C�e

γAC�e
−γ−C� JKL γ−C� HIJ γ4−AαA

RePrC	

Ra HIJα
F

C�2e
γ − �4− C�2e

−γ − �4− C�2HIJ γ − �4A

C� JKL γ A γ
q�

A

A γ
q�
A

B D. 2��4

1�6�% "�"��%, ,������� 2�M4' 2��4 ����"��
���.�� Ci� 5����% �$�&������#@

M� B eγ − �− HIJ� γ

JKL γ
A eγγ A γ − eγ

JKL γ
− JKL γF

M� B e−γ − � A
HIJ� γ

JKL γ
− e−γγ − γ A

e−γ

JKL γ
A JKL γF

M� B 2HIJ γ − �42u�γ − q�
A

γ A
q�

A JKL γ
A

q�
A JKL γ

−
u�
JKL γ

4 A γ
q�

A

A γ
q�
A

A JKL γ
(
u� − q�

A

)
F

N� B 


(
eγ A

M�

M�
e−γ − M�

M�
− �

)
F

N� B
Ra HIJα

RePrγ�
2θ� − θ�4 A

RaA JKLα

RePrγ�
− 


M�

M�
e−γ −

q�
A

A 

M�

M�
A u� − u�.

; �"!��.&������% ������ �$�&������ !��,�
��%@

C� B
N�

N�
F

C� B
M�N�

M�N�
A

M�

M�
F

C� B
N�

N�
2γ− eγ

JKL γ
Aγ

M�

M�
− e−γM�

JKL γM�
4− e−γM�

JKL γM�
−

u�γ A
q�
A

γ − q�
A JKL γ

− q�
A JKL γ

A
u�
JKL γ

A
M�

M�
γF

C� B u� − N�

N�

(
� A

M�

M�

)
− M�

M�
− q�

A
F

C	 B
θ�Ra HIJα

RePr
− γ�2


N�

N�
A 


M�

M�
−

u� A
q�
A

A 

N�M�

N�M�
4F 2�N4

C
 3 !���&���.��# !�"��#���#�

��% "�%�% ������������ ������� -����"��
� ��������% "��� �!�����#��"# "�����6���#%�
2��4' 2��4' 2�<4 " ,����% 2�N4' �"�� A > D�

��	� ������ A > D� Ǳ����� 
����

���� Ǳ������% *��9��� !��9��� "����"��
��# ��&������ !���%����� &������ Ǳ,"�. Pr B
�D, Re B �' ��� "������"��,�� ��$��, -����"��
��!� ����' ��"����� 8������ � ���������� "���
��"�� u∗ B ν/l�

Ǳ����� �� Ǳ,"�. ,*�� %�-�, �������%
"��� �#-�"�� � "���% -����"�� 6����� l B �
2"%� ��"� 
4 ����� α B π/�' $�&��&%���� 

��
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!�����.�� *������� ��%!����,�� � !���%����
� *�������� &������#� �!�����#(�"# "�������
"������ ��� A B �, θ� B 
, θ� B � 2!�� 8��%
T� B 
D, T� B �D' � ����������# ��%!����,��
����� T∗ B �D4� ��*��' �"�� ��,������� �"����
���� ��!�� ��",�"��,(� 2q� B D, q� B D4' �� !���
9��. "����"�� -����"��' �!�����#�%� " !�%��
).( 2��4' 2�N4' !���"������ �� ��",��� 
� E��".
Ra B �D	' ��� "������"��,�� ,"����#% !���-���
�� *������+�� g B �DD 2"%P"���4' � "����"��
���-���# *����+ ����� u� B −
, u� B −� 2$�&�
��&%�����4�

1�"� 
� A B �' q B D' u� B −
, u� B −�

1�"� �� A B M' q B �' u� B �, u� B D

Ǳ����� 	� Ǳ,"�. ,*�� %�-�, �������%
"��� �#-�"�� � "���% -����"�� 6����� l B �
2"%� ��"� �4 ����� α B π/�' $�&��&%���� 
!�����.�� *������� ��%!����,�� � !���%��

��� � *�������� &������#� �!�����#(�"# "��
�����"������ ��� A B M, θ� B 
, θ� B � 2!��
8��% T� B 
D, T� B �D' ����������# ��%!����
�,�� ����� T∗ B �D4� ��*��' �"�� ��,�������
�"������� ��!�� ��"!�������� � -����"�� ���
������� 2q� B D, q� B �4' �� !��9��. "����"��
-����"��' �!�����#�%� " !�%�).( 2��4' 2�N4'
!���"������ �� ��",��� �� E��". Ra B �D	' ���
"������"��,�� ,"����#% !���-���� *������+��
g B �DD 2"%P"���4' ���� �& *����+ ���-��"#' �
��,*�# ��!����-��@ u� B �, u� B D 2$�&��&%���
���4�

1�"� M� A B �' q B �y A ��' u� B �D, u� B −�D

Ǳ����� �� �� ��",��� M !���"������ !���
9��. "����"�� � "�,���' ��*�� α B Mπ/O' ���
!�&���#�� "������. �������� ������#' !���"���
������*� �� ��",���� 
' �� >�&��&%���� !���
���.�� *������� ��%!����,�� � !���%���� �
*�������� &������#� �!�����#(�"# "���,()�%
�$��&�%@ A B �, θ� B 
D, θ� B 
�� Ǳ�� 8��% ��&�
%����� !���%���� ����� T� B 
D, T� B 
�' �
����������# ��%!����,�� � �����% "�,��� !���
��%���"# ����� T∗ B �� �"�� ��,������� �"�
������� ��!�� ��"!�������� � -����"�� �����
������� 2q� B �, q� B ��4' �� !��9��. "�����
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