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�� ������ �������� ��! �" #$%�& # &��!� #$%�&

'�!(� %��# �)��# �� *� %&����

������ � ��������������������������  ��
 !����� "��"#���$� !��� %�& ��!����$�� �
�%�� !�� !� �!��� !�' ���(! &���)� �*�� !�+�
��)���� � ���%�& %$�  ��� %�& ����$�' ,�-./�

0!��� !��  ���������� ��*��1���+�� %���
��+�� �����$2�+�� !��1����� �  $�����$� 2
� ����#����� ,�/� 3 ��4�!�& ,�5 6/ ���� !��$���
��)���� *����� � �������������� ��%�"# �!�
��� !�� ��!����$�  4$����'  !�"%!"��'�

�� � ���� �*�� !�+& 7% �������!�$2�+&
����+& � ��)���' � ���%�& %$�  ��� %�& �$��
 !��� %�& ����$�' ,85 9/ �����  ��$�!2 �����
��$������ � ��*��%������� � �%�� !�� !� %�"�
#$�#� �!��� !�� $�%�$�*�:��  ���#�� ���$2  ��
��' !� $�#�������� %�&  ����$�'�

3 ��4�!�& ,;5 / ��$"���� �� $����� ��)����
*����� � �������������� ��!����$� � �%�� !�
�� !� %�"#$�#� �!��� !�� � " $����& $�%�$��
*�:��  ���#�� �� �� %��!�+&  � !���& ����#�
 ���' !�� $�#�������� %�&  ����$�'5 ���� ��
%�(1�& ����" + ��� "#$�� β < π/. = φ/8 >
ξ < θ − β ?@ r Aφ < const5 B � φ < π/85 Ar, θC -
��$���+� %�������!+C�

Ǳ�%�*���5 �!� ��)���� *�����  �� !�!���
�� 4�$2)�� �� $�� $���'  ���#� A�����%� �BBC
4$�*%� % �*�� !�+� ���$�!��� %�� ��)�����
"��"#���$� !��� %�' *����� � ���%�& ����$2��'
�$� !���� !� �$� ����$�  ��"!������ !������
�  :��$������

Ǳ��� !��$��! ��!��� ��)���� *�����
� ��������������������������  � !�����
"��"#���$� !��� %�#� ��!����$� � �%�� !�� !�
%�"#$�#� �!��� !�� � ������$������ � $�%�$��
*�:��  ���#�� %�% �� �����5 !�% � �� ��"#��
 ���' !��& $�#�������� %�&  ����$�'�

3 ���%�& �$� %�' �������:�� ���� !����
�  $��"��"( �4$� !2 � ���� %�$2:�� 3 � ��$��
���+ � *����� 4"���  ��!�!2 4�*��*����+��� 3
%��� !�� &���%!����#� ���������� �+4���� ���
�"$2 "��"#� !�5 � %��� !�� &���%!����#� $���'�
��#� ��*���� - ����" �!��� !��� 3��)��' ���
��" %�$2:� �4�*����� ����* R�

E�  ��!��� �����$� ��)���� *����� � ���
������������������������  � !����� "��"#��
�$� !��� %�#� ��!����$� � �%�� !�� !� %�"#$��
#� �!��� !�� � ���%�& %��!��"�$2�+& ����$�'�
�� %��!"�� �!��� !�� ������ �����$2��� �����
�$2��� ���������� σr < B5 �� ���)��� %��!"��
%�$2:� - �����$2��� ������1���� ur < −u5 #��
u > B - ������!� ��#�"������ �� �!�$2��� ���
�������� σrθ < B %�% �� ��"!�����'5 !�% � ��
���)��' #����:�&� 3 7!��  $"��� σrθ < B � ��
� �' �4$� !��

E�)���� � ���%�& $���'��' !����� "��"#��
 !� ����! ��� ,�/>

ur < −� = ν

r
A,r�A�− 8νC− �/, uθ < B,

σr < −A
r� − �

r�
, σθ < −A

r� = �

r�
,

#��

A <
uR

,AA�− 8νCR� = �/A� = νC
.

��� 2 σθ5 uθ - �����$2��� ���������� � ����
��$2��� ������1���� � �%�"���� ������$�����

F$���+� ���������� � %�$2:�>

σ� < σθ, σ� < σr.

Ǳ�����$����5 �!� ��% ���$2��� %� �!�$2���
���������� Aσ� − σ�C/8 � �  $��"���' �4$� !�
�� ����+)��! �����$ !�%"�� !� ���  ���#� Gτ �

	��$������ ������!�� ��#�"����� �������!
% �4��*�����( ��%�"# �!��� !�� �$� !��� %�'
�4$� !� A� � r � cC5 � %�!���' �+��$���! �
" $���� ����$2��' �$� !���� !�>

Aσ� − σ�C/8 < Gτ . A�C

3 7!��  $"��� "��"#���$� !��� %�� ��)����
*����� ����!  $��"(1�' ��� ,8/>

σr < −8Gτ ?@ r, σθ < −8Gτ ?@ r − 8Gτ,

��� A� � r � cC �

σr < −8Gτ ?@ c − Gτ
r� − c�

r�
, σθ < −8Gτ ?@ c − Gτ

r� = c�

r�
,
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��� Ac � r � RC�
H����$2�� %��!��"�$2���" �$� !��� %��"

��)���( *�����  ��!��! !�"�! 4� %������ ����
#� $���'  %�$2������ 3 �$� !��� %�' �4$� !�
$����  %�$2����� ���(! ��� $�#�������� %�&
 ����$�' θ ± ?@ r < const5 ���� �%�(1�& ��$���
�+' ����" ��� "#$��� ±π/.�

E���" �$� !��� %�' *��+ c *��� �! �! ���
����!�� ��#�"����� u � �����$� !�%"�� !� Gτ �
	�������� ������� �� � " $���� ������+����
 !� ���������' �� "��"#���$� !��� %�' #�����
:� �������! %  $��"(1��"  ��!��)���(>

Gτ ,A�− 8νCA� = 8 ?@ cCR� = c�/A� = νC < uR.

I"��� ��$��  ��!�!25 �!�5 � �!$���� �! %$� �
 ��� %�#� "��"#���$� !��� %�#� ��)����5 � ����
:�  � ��#�"����� � �  $��"���' �4$� !� � ���
!����$� ��*��%$� %������� �� $� $���'  ���#�5
�� ��$�����+& ���$2 ��"&  ���' !� $�#�����
���� %�&  ����$�' ξ < θ ± ?@ r5 ���� �%�(1�&
����" + ��� "#$�� ±π/. �

E�  ��!��� %����"( *����" � ������������
��� ��!����$� � " $����& �� ����!�����#� ��*�
��!�� $���'  ���#�� 	��!+��� �� !�!���� ���
$"( )����" ����+& $���'5 ���� !���� �& � ���
�� ��*��*���

Ǳ��:�  ��#�"����� ��*�42�� �� N )�#���
F����:" �  $��"���' �4$� !� ���� !���� � ���
�� �4J�������� %��!"��� %�$2:� � k ��*��*��5
�� ��$�����+& ���$2 $�#�������� %�&  �����
$�'�

�� %����� )�#� �$� *������#� �����1����
������!�� ��#�"����� �� !���� *����" �������
$���� � �  $��"���' �4$� !� ��$�' �����1���'
������1���' ui Ai < �, 8C � �����1���' ������
����' σij Ai, j < �, 8C5 %�!��+� ��$��+ "���$��
!����!2 "��������� ������� ��

σij,j < B.

���������� �� !�%"1�� l�� )�#� ��#�"���
��� ������$�(! � ��!���� �� $�����!�$2�+&
��#�"����' � ����  "��+ �����1���' ������
����' *� l )�#��� � $� ��% ���$2��� %� �!�$2�
��� ���������� �$� ��!����$� ����" ��*��*��
�� �� ����+)��! �����$ !�%"�� !� ���  ����
#�5 !� ��������� ��!����$� ��� +���! � *�%����
F"%�

σij <
E

� = ν
Aεij =

ν

�− 8ν
δijεmmC,

#�� εij 5 Ai, j < �, 8C - %�������!+ !��*��� ������
1���' �������:�'>

εij <
�

8
Aui,j = uj,iC,

ν - %�7���:���! Ǳ"�  ���K �� m �������! �
 "���������� �! � �� 8�

3 �$� !��� %�& �4$� !�& ��$��� �+��$��!2�
 � " $����

√
Aσl

�� − σl
��C

� = .Aσl
��C

� < 8Gτ ,

#�� σl
ij Ai, j < �, 8C - ��$�+� ���������� �� !��

%"1�� l�)�#� ��#�"������

$� ����$�������� ��*��%������� � �� �

��� !������� $(4�#� %�$��� !�� ����*��$2��
������$���+& ��*��*�� %����$���'��' ����
�+  ��*$���+�� !����� " $���'5 �4� ���
����(1�& ��*����� !2 ��*�+��� ������1��
��'5 ��*��4�!�� �� $���+' �$#���!�5 ���$�*"�
(1�' ��!�� %�����+& 7$����!�� �� ���4$�����
�����!�������+& ����!���+&  �!%�&  ���'�+�
�� "*$��� ,-��/�

Ǳ���$�#���+' �$#���!� ��*��$��! ��  ���
!����!2 ��"��"#��  ��' !�� ��!����$�5 $�%�$��
*�����+� �� �� %��!��'  � !��� $���'� E�*�
��*+5 ����$��"(1�� $���� $�%�$�*�:��  ����
#��+& �������:�'5  ��!�(! � �� !2( #����:+
�  $��"���' �4$� !�5 � "��������  � !����� �
*��� $�%�$�*�:�� *�����(! � " $������ �� ��*�
��*�&�


$� ��*4����� �4$� !�  �!%�' !��"#�$2�
�+& %�����+& 7$����!�� �+4����  ���' !��
$�#�������� %�&  ����$�' � %��:��!���� %�&
�%�"��� !�'� L"1� !�����' � �4���� !2(  �!�
%� %�����+& 7$����!�� ��$��! � !�5 �!� � � ��
"*$+ - ���'�+�� 3��$2 ������$���+& $���' %�%
�� �����5 !�% � �� ��"#�� �*  ���' !� $�#��
������� %�&  ����$�' ��#"! 4+!2 �� ��$����
�+ ��*��*+5 �� %�!��+& ���" %�(! �  �$2�+�
��*�+�+ ������1���'�

E�  ��!��� #������+� " $���� �� ������
)�#� ��#�"������

�� ���)��� %��!"�� %�$2:� � �� #����:� �!�
��� !�� *������ �����$2�+� pn �$� un � %� ��
!�$2�+� pτ �$� uτ 5  � !��$�(1�� ��%!���� ����
��1���' ���������' � �����1���' ������1��
��'  ��!��! !�����

pn < σijninj , pτ < σijniτj ,

un < uini, uτ < uiτi,

#�� ni5 τi5 Ai, j < �, 8C - ������$�(1�� %� ��" +
�����$� � %� �!�$2��'  ��!��! !������

�� ���)��� %��!"�� %�$2:�

un < −u, pτ < B. A8C

0!��� !�� 4"���  ��!�!2  ��4���+� �! ���
�������'� �� �#� #����:�

pn < B, pτ < B. A9C

��



���������� � ��������

E� � �� �*�$���� ��% ���$2��#� %� �!�$2��#�
���������� A; $���'  ���#�C

E� � 9� �*�$���� ��% ���$2��#� %� �!�$2��#�
���������� A; $���'  ���#�C

F������+� " $����5 ��� +��(1�� �*�����
��' !��� 4���#�� ��*��*��5 ���� !���� � ����
�"�%:����$2�+& *��� ��� !�' ����" ������
1������ ���������' � �����1������ �������
1���'� L"1� !����� �!��!�!25 �!�  ��!��! !�"�
(1��  � !��$�(1�� ��%!���� �����1���' ���
�������' � �����1���' ������1���'5 �&����
1�� � !�%�� *��� ��� !� �� ��)���� *�����5 ���
�*�� !�+ � ������$�(! � � &��� �� ��)�����

E� � 8� �*�$���� ��% ���$2��#� %� �!�$2��#�
���������� A�8 $���'  ���#�C

E� � .� �*�$���� ��% ���$2��#� %� �!�$2��#�
���������� A�� $���'  ���#�C

�� �$�1��%� ��*�+�� ������1���' ��%!��
�����1���' ���������' ��$��� 4+!2 ������+�
���

ApnC
� < ApnC

−, Apτ C
� < Apτ C

−. A.C

����% + M=N � M−N  ��!��! !�"(! ��*�+�
 !������ $���� ��*�+���

�����$2���  � !��$�(1�� ��%!��� ������
1���' ������1���' ���$2 ��*��*�� ������+��
���

��
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E�*�+�+ �! "! !�"(!5 � $�

u�n < u−
n . A�C

Ǳ�����$���� !�%��5 �!� �� $����&  ���#�
*����� " $���� �$� !���� !�

pτ < Gτ l, A�C

#�� Gτ l *��� �! �! )�#� ��#�"������
� $� �� ������$���+& "�� !%�& ��*��*��

" $���� �$� !���� !� �� �+��$���! �5 !�  %�$2�
����� 4���#�� ��*��*�� ��"# �!�� �!�$2�� ��"�
#� �� ������ )�#� ��#�"����� �� ��*��%��! �
%� �!�$2�+' ��*�+� �����1���' ������1���'

�! "! !�"�!>

u�τ < u−
τ . A6C

�� �� "�%�& �-. ��������+ �*�$���� ��%�
 ���$2��#� %� �!�$2��#� ���������� �$� �4$��
 !�'  ��*$���+� �� $�� $���'  ���#��

Ǳ�� �� ��!�& �������$� 2  $��"(1�� *���
����� ������!���> ν < B.95 R < �.�95 u < B.BB95
Gτ < B.B9�

E�*"$2!�!+ �� ��!�� ��*��$�(! ���$�*����
��!2 �$����� �� ��$������5 ���!������ !�
� %�$��� !�� $���'  ���#� �� �����������
���������������  � !����� � �%�� !�� !� �!�
��� !���

���������	�
���� �����

�� ����)��%�5 L�Ǳ� ������ "��"#� !� O
L�Ǳ� ����)��%�5 
�� F"�2��� - ��5 �6��

8� L�%�$�� %�'5 3�3� ������ �$� !���� !� O
3�3� L�%�$�� %�'� - ��5 ���

9� �����5 �� Ǳ$� !���� !2 � ��*�")���� !����
�+& !�$ O �� ������ - ��5 ��� - �� 8�

.� L����5 F��� E� �����$���� ���������' �%��
$� �!��� !�' O F��� L����� - ����5 ��;�

�� P����%��5 L�3� 0 �������������� 4$����'
 ���+ ��%�"# �+��4�!%� O L�3� P����%��5
��H� E��"���%� OO H�ǱEǱ�� - �B� - Q ��

�� P����%��5 L�3� 04 " !�'���� !� ��������
������� 4$����#� ��  ��� ��%�"# �+��4�!�
%� O L�3� P����%��5 ��H� E��"���%� OO
H�ǱEǱ�� - ��� - Q ��

6� L���"%5 ��Ǳ� 
�"����+� *����� "��"#� !�
�$� !�$  !��1����� O ��Ǳ�L���"%� - ����5
�;��

;� I")������5 0�Ǳ� �����������  � !�����
�������#� ��  ��� ��%�"# �+��4�!%� � " $��
���& $�%�$�*�:��  ���#�� O 0�Ǳ� I")�����
��5 ��H� E��"���%� OO H�ǱEǱ�� - 8BB8� -
Q 8�

� RSTUVW@XYW5 Z�[� \SV]^_`W? VXa]?_@b Xc
TU]W^ ?X`W?_dWe_X@ _@ ]?WTeXf?WTe_` VWe]^_W?T O
Z�[� RSTUVW@XYW5 g�h� i]YSdU]@jX OO gk�
Te^W`e kXXj Xc eU] �� l@e]^@We_X@W? mX@c]^]@`]
X@ h^W`eS^]� - nS^_@5 8BB��

�B� I")������5 0�Ǳ� ����$�������� $�%�$�*��
:��  ���#�� O 0�Ǳ� I")������ OO Ǳ��H� -
8BB9� - Q ��

��� I")������5 0�Ǳ� o� $����� ����$������
��� ���:�  � �������������� ��!����$� �
 &���1�� � %���$� � " $����& ��*��%�����
��� $���' $�%�$�*�:��O 0�Ǳ� I")������5
L�I� I")����� OO H�ǱEǱ�� - 8BB� - Q .�

��


