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��������� 
������� ���� �������������
������ ������� �  ����� �!���� N ����������
"����� ���� ���#$�� �!� ����%� n, "����"��
&'��( �"��� ��������!#�� ��!�"���( � �����
�&�� ��$���&� ������"���&� "���� Ln

q )N *. +��
������ ,�-� "�� ��$���� Ln

q )N * (�!(���( �����
���.�%� ������� ��$���� Lq)N * �����������
�������� �� �������( � N . Ǳ�0���& �����
��%�! '�� ��&"���� ��$���� Lq)N * ���!� ����#
��$���� Ln

q )N *.

1��� ���� ���������"����� ������ '���
�(���% ������ �����%� 2��������"�����
���� ����������������(� '��� ������ ����"�
��� ��&''�� � �����!���� ��!������ '� ��&''���
��� �� � ,�-� ����������������(� '��� ������
����� ����"�%�� ��&''��� 3 � ,4-� 2�����
����"����� ����� ������������������ '����
 ���%� ����� ��� �����!���� ��&''��� ����� �
��� �����$���� ��&''��� �����!���� ����"���
'��� ����� ��!#'�������� ��&''�� ��� ��&"��
��(� ��� ��% � ,�56-� 2��������"����� ����
����������������(� '��� ������ ��&''�� � � �
��� �'�� �!(���� ������$������ ���!� ���!�
�( � ,�-� 7 ,8- ��&"�!��# ���������"����� �����
����������������� ��!#'������%� ��&'' ��&'��
�� ≤ � ��� ��&"���(� 7 �����(��� ������ ��&�
"����( ����������������� M� ���� ��&'' ���
��&"���(� & ��!�����(���� �� ����&

)∀x*)∀y*),x�, y�- 9 �*. )�*

7 ������  �������� "�� �����������������
���!��%� ��&'' ��� ��&"���( (�!(���( � �����
����%� ���������%� '� ������������������ �
M ���������"������ �����  ��� �'�� �!��%�
����&������%�� ������� ��������

�� Ǳ
����
������� ���������� 7�� ��
�!� &���� ������"���(:

M 5 ������������������ �� ����� � �!����
��&'' ��� ��&"���( �� ������ )�*;

Z 5 �������� <�!%� "���!;

kerϕ 5 ( �� �������.���� ϕ;

,x, y- 9 x−�y−�xy 5 ����&����� 0!������� x
� y;

��)a�, a�, . . .* 5 ��&''�� '��� ����( 0!�����
���� a�, a�, . . . ;

M 9 ��)a, b ‖ a−�ba 9 b−�*�
1�'����� �������%� �'�� �!���(� =����(��

"�� ���������"����� ���� ����������������(
����� n� ��!�  ����� ����������������� ����
�� ��# �������� ������� ���� �� n '�������
�%� � ��!#�( �� ��# �������� ������� ����
�� ���#$��� "��!� '�������%�� >�!� ������ n
�� �&�����&��� �� ���������"����� ���� ������
�����������( ����� ∞.

������� ����� )∀x�* . . . )∀xn*)?
k
i��ti 9 � →

t 9 �* ���%�����( ����&������%�� ��!� ���
ti)i 9 �, . . . , k* � t 3 0!�����% ����&����� �����
!���� ����� ��� ��&''%�

Ǳ�� ��'������ �� ���� � ������� ����
�������% ����������� �& �� ���� � �'&����#�

1�� ��� '��� �����( �!� &���( ��������
���
��� )���* ,@-� Ǳ���� �����	 G 
����

 �	���� �	�
��������	�

 N ������	���
�

G 9 ��){xi | i ∈ I} ‖ {rj)xi� , . . . , xij
* 9 � | j ∈ J}*.

Ǳ��������
�� ��� H ∈ N 
 �����	 H ���
����
� �������� �������� {gi | i ∈ I}
�	���� ��� ��� ������ j ∈ J �	�����
rj)gi� , . . . , gij

* 9 � 
��
���  H� ����	 �����
�	���
� xi → gi)i ∈ I* �������	���� �� �����
����
��	 ϕ : G → H�

=����(�� "�� ��&''� G� �!���� � ��&''&
G�� ��!� �&�����&�� �������.��� ϕ : G� → G�,
������ "�� kerϕ 9 )�*. A��� �������.��� ϕ ���
�%�����( �!������ ��&''% G� � ��&''& G�.

������� ������ �������� �� ���� ��&''��
�� M �!� !���� �� ���� �����!��%� ��&''��
�� M� �& �� ���%���# ������!#�%� � M�

������� ������ �������� � ���!��%� ��&'�
'�� ��� ��&"���( � !���� � ��������� �����!��
��� ��&''� �� M� �& �� ���%���# ��������!#�
�%� � M�

������� ����� B � C 0�����!����% � R,
��!� �!���% ��&'' �� R, � �����%� ��� ������
�%� ���'� ����

D& �� ��'�!#�����# �!� &���� ����$�
�������%� ����&������%� �� ����� ,E� �� @8-:

)∀x*)∀y*)∀z*),xy, z- 9 ,x, z-y,y, z-*,

∗������ ����	
�
� �� ��������� ���Ǳ ������� 
���
��� ����
��	� ������ ���	� ������� �� !"�#

�




2F>
2F+�2 + 
>G21+�2

)∀x*)∀y*)∀z*),x, yz- 9 ,x, z-,x, y-z*,

)∀x*)∀y*)∀z*)∀t*),xy, zt- 9 ,x, t-y,y, t-,x, z-yt,y, z-t*,

������%� � !���� ��&''��
>�!� G ∈ M � H 9 ��)x� | x ∈ G*� �� G/H 5

���!��� ��&''�� H��� � �'���� !���
��������� �� 7 �� �� ��&''� �� M

������% �� �����:

)∀x*)∀y*)∀z*)∀w*)
[
,x, y-, ,z, w-

]
9 �*,

)∀x*)∀y*)∀z*)
[
,x, y-, z�

]
9 �*,

)∀x*)∀y*),x, y-xy 9 ,x, y-yx*.

Ǳ�����(( ����&������%� �� ����� �
,x�, y�-, '�!&"��� �!� &�����

��������� �� 7 �� �� ��&''� �� M
������� �� �����

)∀x*)∀y*),x, y-xy 9 ,x, y-−x,x, y-−�,x, y-−y*.

7�� ������ ��&� ��.����<�� � ��&''��
���� ����� � ,E5��-� �� ���������"����� ����
��� 5 � ,��5��-� � ����������������(� 5 � ,�����-�

�� �������� 
�������� ����� ��

�����	 M ���
�	  ����� ��	����� ������

� M.

�H�2I2F>JKLF7H� Ǳ����!#�& � ��!#�
'�������� ��&''� ��&'��� � �� �� �����
,x�, y�- 9 � �!� &�� �� ����� ,x, y-� 9 �� �� ����
�������������� M �� �� ���� ��!#'������%�
�����!��%� ��&''�

7��#��� !��&� �����!��& ��&''& G �� M.
Ǳ&��# a, b ∈ G � ,a, b- �9 �. F�� ��� M �� ���
 ���� ��!#'������%� �����!��%� ��&''� ����
"��� ,a, b, a- �9 � !��� ,a, b, b- �9 �. Ǳ�� '�!����
��'������ "�� ,a, b, a- �9 �. +� ��������� � M
�� �����

[
,x, y-, z�

]
9 �, ��'�!#�&( ����&������

�%� �� ������ '�!&"���

� 9 ,,a, b-, a�- 9 ,a, b, a-,a, b, a-a.

Ǳ� ������� ���� �&�����&�� �������.���
ψ : M → �� )a, ,a, b, a-*, '�� ������� ψ)a* 9 a,
ψ)b* 9 ,a, b, a-. M���� "�� kerψ 9 )�*, ���& �
M ∼9 �� )a, ,a, b, a-*. L!&"�� ,a, b, b- �9 � ��������
�������( ���!���"��� J����  ��������

����� �� Ǳ���� �	�
��������
C 9 )∀x*)∀y*),x, y-n� ,x, y-n�x,x, y-n�y 9 � →
,x, y-s� ,x, y-s�x,x, y-s�y 9 �*)ni, si ∈ Z, i 9 �, �, 4*

��
���  ������ M. ����	

 ! ���
 n� − n� N n� 9 	� �� s� − s� N s� 9 	;
"! ���
 n� N n� − n� 9 	� �� s� N s� − s� 9 	;
#! ���
 n� − n� − n� 9 	� �� s� − s� − s� 9 	.
�H�2I2F>JKLF7H� 1��!��� �������#�

"�� � ��&''� M �'���� !��% ���������:

,a, b-n� ,a, b-n�a,a, b-n�b 9 b��n�−n��n��,
,b, a-n� ,b, a-n�b,b, a-n�a 9 b−��n��n�−n��,
,ab, a-n� ,ab, a-n�ab,ab, a-n�a 9 b−��n�−n�−n��.
H��& �� �� ���������� � M ������� ���� C�
�!� &�� ����&����� J����  ��������

�����  � $	�
��������
C 9 )∀x*)∀y*),x, y-n� ,x, y-n�x,x, y-n�y 9 � →
,x, y-s� ,x, y-s�x,x, y-s�y 9 �*)ni, si ∈ Z, i 9 �, �, 4*
������� ��

	���%�  M�

�H�2I2F>JKLF7H� +� !���% � �!� &���
"�� ��!� C !��� � M, �� ��� !��� �� ����
�����!��%� ��&''�� �� M� ���� ������!#����
Ǳ�0���& �"������ "�� C ������� � ��&''� M.
�!(  �������!#���� !���%  ������"�� '�����
���#� "�� C ������� � !���� �����!���� ��&''�
G �� M. Ǳ&��# !���( "���# ������� ����� C
������� � �����!���� ��&''� G �� M '�� �����
������ x → a, y → b, ����

,a, b-n� ,a, b-n�a,a, b-n�b 9 �. )�*

>�!� ,a, b- 9 �, �� '����( "���# ��������
 ����� C ������� � G '�� ���������������
����������� Ǳ�0���& ���� �"����#� "��
,a, b- �9 �. L�'�(��( 0!������� a ��� "���� 0����
��������� � ��'�!#�&( ����"���� �� '�!&"���

� 9 ,a, b-n�−n� ,a, b-�n�−n��a,a, b-−n�b. )4*

H��� � � �� )�* �!� &��
� 9 ,a, b-n� ,a, b-n�a,a, b-n�−n� ,a, b-�n�−n��a 9

9 ,a, b-n��n�−n� ,a, b-�n��n�−n��a. )�*

L�'�(��( ��� "���� ��������� )�* 0!������� b�
�����: � 9 ,a, b-n�−n� ,a, b-−n�a,a, b-�n�−n��b. H��
�� � � �� )4* �%�� ��

,a, b-�n�−n�−n��a,a, b-�n�−n�−n��b 9 �. )�*

&���	'  � n� N n� − n� �9 	� F�� ��� ��&''�
G ��� ��&"���(� �� )�* �!� &��

,a, b-,a, b-a 9 �. )6*

Ǳ&��# ���"�!� n� − n� − n� �9 	� F�� � ��
)�* '�!&"��� ,a, b-a,a, b-b 9 �. H��� �� ��'�!#�&(
)�* � )6*� �%�� �� � 9 ,a, b-n� ,a, b-n�a,a, b-n�b 9
,a, b-n�−n��n� . L!� �����!#��� n� − n� N n� 9 	.
+� ���������� C � M '� !���� � �����:
,a, b-s� ,a, b-s�a,a, b-s�b 9 ,a, b-s�−s��s� 9 �, ����
'����( "���# ������� ����� C ������� � G '��
��������������� �����������

Ǳ&��# ��'��# n�−n�−n� 9 	. F�� � �� )�* �
)6* '�!&"��� ,a, b-�n�−n��,a, b-�n�−n��b 9 �.

7��������  �� �!&"�(�
�* n� − n� �9 	. F�� � ,a, b-,a, b-b 9 � �

��� & !���% � s� − s� − s� 9 	� H��& �
,a, b-s� ,a, b-s�a,a, b-s�b 9 ,a, b-s�−s�−s� 9 �.

�



� �������	
		������ ����������� 
���� ��� ������� � � �

�* n� − n� 9 	. F�� � n� 9 n� � n� 9 	�
I��"��� n� − n� N n� 9 	 � n� − n� − n� 9 	.
Ǳ� !���� � '�!&"���� "�� s� − s� N s� 9 	 �
s� − s� − s� 9 	. L!� �����!#��� s� 9 s�� s� 9 	
� ,a, b-s� ,a, b-s�a,a, b-s�b 9 ,a, b-s�−s� 9 �.

&���	' "� n� N n� − n� 9 	�

Ǳ&��# ���"�!� n� − n� − n� �9 	� +�
)�* '�!&"��� ,a, b-a,a, b-b 9 �. H��� � � ��
)�* �%�� �� � 9 ,a, b-n� ,a, b-n�a,a, b-n�b 9
,a, b-n� ,a, b-n�a,a, b-�n��n��b 9 ,a, b-n� ,a, b-−n�a.

L���� �����  �� �!&"�(�

�* n� �9 	. F�� � ,a, b-,a, b-−a 9 �. Ǳ� !���� �
s� N s� − s� 9 	� '�0���& ,a, b-s� ,a, b-s�a,a, b-s�b 9
,a, b-s��s�−s� 9 �.

�* n� 9 	. F�� � n� 9 n�� �� �!� ��
����!#��� n� − n� N n� 9 	 � n� N n� − n� 9 	.
F�� � '� !���� � �����: s� − s� N s� 9 	
� s� N s� − s� 9 	. I��"��� s� 9 	� s� 9 s� �
,a, b-s� ,a, b-s�a,a, b-s�b 9 ,a, b-�s�−s��a 9 �.

Ǳ&��# ��'��# n� − n� − n� 9 	. F��
� � n� 9 n�� n� 9 	 � �� )�* '�!&"���
,a, b-n� ,a, b-n�b 9 �.

�* >�!� n� �9 	� �� ,a, b-,a, b-b 9 �.
Ǳ� !���� � �����: s� N s� − s� 9 	 �
s� − s� − s� 9 	. I��"��� s� 9 	 � s� 9 s�. Ǳ��
0���& ,a, b-s� ,a, b-s�a,a, b-s�b 9 ,a, b-s�−s� 9 �.

�* >�!� n� 9 	� ��� � n� − n� N n� 9 	,
n� N n� − n� 9 	 � n� − n� − n� 9 	. L!� ����
��!#��� '� !���� � ����� s� − s� N s� 9 	�
s� N s� − s� 9 	 � s� − s� − s� 9 	. I���
"��� s� 9 	� s� 9 	 � s� 9 	. Ǳ�0���&
,a, b-s� ,a, b-s�a,a, b-s�b 9 �.

+���� '�!&"���� "�� �� ���� �!&"�(� '����(
"���# ������� ����� C ������� � ��&''� G '��
��������������� ����������� L!� �����!#���
C ������� � G. J����  ��������

���!���� $	�
��������	�
� M �� 
���
�� ��������%( ��	����%( ����	�
��������	�
�
' 	��
��	�
������� �	��	 �	� �	�	��%( ����
���	����%�
 �	�
�������	�
�

�H�2I2F>JKLF7H� Ǳ&��# B ����&���
������ ������� ����� ��  �&� '�������%��
F�� � B 9 )∀x*)∀y*)?k

i��wi)x, y* 9 � →
w)x, y* 9 �*, � � wi 9 ,x, y-ni ,x, y-mix,x, y-liy, w 9
,x, y-n,x, y-mx,x, y-ly ) n,m, l, ni,mi, li ∈ Z*.

Ǳ&��#

A 9

⎛
⎜⎝

n� m� l�
���

���
���

nk mk lk

⎞
⎟⎠ .

O��������� �!� &���� 0!��������%� '���
����������( ��������� ���(��� � !���� "����
������� ����� B� '�������&���� B � 0������
!������ � M ������� �����:

�′* ������ wi 9 � �� wiw
f
j 9 �

)i �9 j, f ∈ Z, f �9 	*;

�′* ������ wi 9 � �� wf
i 9 � )f ∈ Z, f �9 	*.

+� ����������&�� �!� &���� 0!��������%�
'������������( ����� �����<% A:

�* '�����!���� � i��� ������ j��� �������
&�������� �� f ) f �9 	, f ∈ Z*;

�* &������� i��� ������ �� f) f �9 	, f ∈ Z*.
A!��������%�� '������������(�� �*� �* <��

!�"��!���&� �����<& A ���� '������� � ����
��<� � �&!��%� &�!�� '� �!�����  ������!#��
Ǳ�� 0���  ����� ������� ����� B '�������
�&���( � 0�����!������ � M ������� ������

��� �"����#� "�� ������� ����� B �%����
�� ���� "�� A 3 �����<� 4× 4, ������( �� :

A 9

⎛
⎝ n� m� l�

	 m� l�
	 	 l�

⎞
⎠ .

>�!� l� �9 	� ��� ��� ���!��� �������#� B ���
����� �� ���� ��&''�� G ��M. I��"�� B3 ����
���!#���� L"������ "��

A 9

(
n� m� l�
	 m� l�

)
.

O���������  �� �!&"�(�
&���	'  � l� 9 	.
P* >�!� m� �9 	� �� '�!&"��� � !���� "����

������� ����� B ��������� ,x, y-m�x 9 �. L!��
 �����!#��� B ������� � !���� ��&''� G �� M,
���� ��� ������!#����

Q* >�!� m� 9 	, ��  ����� ������� ����� B
����� �� )∀x*)∀y*),x, y-n� ,x, y-m�x,x, y-l�y 9 � →
,x, y-n,x, y-mx,x, y-ly 9 �*. Ǳ� !���� 4 ��� ������
�!#����

&���	' "� l� �9 	.
P* >�!� m� 9 	� �� '�!&"��� � !���� "����

������� ����� B ��������� ,x, y-l�y 9 �. L!��
 �����!#��� B ������� � !���� ��&''� G �� M.
I��"�� B 3 ������!#����

Q* >�!� m� �9 	� ��� ��'�!#�&( 0!��������%�
'������������( �*� �*� ���� '�� '�!����#� "��

A 9

(
n� m� 	
	 m� l�

)
.

>�!� n� 9 	 � m� 9 	, ��� �� ���!���"��
�!&"�� �Q� '�!&"��� B 3 ������!#����

>�!� n� 9 	 �!� m� 9 	, ��� ���!���"�� �!&�
"�� �P� '�!&"��� B 3 ������!#����

L!� �����!#��� n� �9 	, m� �9 	, � � !����
"���� ������� ����� B ����� ���������:
,x, y-m�x 9 ,x, y-−n� ,
,x, y-l�y 9 ,x, y-−m�x.
L!� ������ 0��� �������� (�!(���(
������$���� ),x, y-n,x, y-mx,x, y-ly*m�l� 9

�




2F>
2F+�2 + 
>G21+�2

,x, y-nm�l�−mn�l��ln�m� . F�'��# ���� �"����#�
"�� nm�l� − mn�l� N ln�m� �9 	. 7� ��� "�� B
'�������&���( � 0�����!������ � M ��������
 ����� B� 9 )∀x*)∀y*),x, y-n� ,x, y-m�x 9 � ?
,x, y-m�x,x, y-l�y 9 � → ,x, y- 9 �*.

Ǳ&��# !���( "���# ������� ����� B� ������
�� � �����!���� ��&''� G �� M '�� ��������
��� x → a, y → b. Ǳ�� '�!������ "�� ,a, b- �9 �.
+����:

,a, b-n� ,a, b-m�a 9 �, )8*

,a, b-m�a,a, b-l�b 9 �. )@*

+� )8* '�!&"��� � 9 ,�, a- 9
,a, b-m�−n� ,a, b-�n�−m��a. H��� � � 9 ,,�, a-, b- 9
,a, b-��m�−n��a,a, b-��−n��m��b, ����
� 9 ,a, b-�n�−m��a,a, b-�n�−m��b.

�* >�!� n� − m� �9 	� �� '�!&"���
,a, b-,a, b-−a 9 � � ,a, b-a,a, b-b 9 �. F�� � �� )8*
,a, b-n��m� 9 � � �� )@* ,a, b-m�−l� 9 �. I��"��
m� 9 −n� � m� 9 l�. F�'��# ���!��� '�����
���#� "�� !���( "���# ������� ����� B� ���
����� � M '�� ���������� x → b, y → a, �
'����( 3 !���� Ǳ�!&"��� B� 3 ������!#���
������� ������

�* Ǳ&��# n� − m� 9 	. +� )@* '�!&"��� � 9
,�, a- 9 ,a, b-m�−l� ,a, b-�−m�−l��a,a, b-−�l�b. H��� �
� 9 ,,�, a-, b- 9 ,a, b-��m��l��a,a, b-��m��l��b.

O���������  �� �!&"�(�
P* m�Nl� �9 	. Ǳ�!&"��� ,a, b-a,a, b-b 9 �. + ��

)@* �!� &�� ,a, b-−m��l� 9 �. I��"�� m� 9 l�. F��
'��# ���!��� '�������#� "�� !���( "���# ����
���� ����� B� ������� � M '�� ����������
x → a, y → b, � '����( 3 !���� Ǳ�!&"��� B�

3 ������!#��� ������� ������
Q* m� N l� 9 	.
1� � � 0��� �!&"�� !���( "���# ������

�� ����� B� ������� � M '�� ����������
x → ba, y → a, � '����( 5 !���� Ǳ�!&"���
B� 5 ������!#��� ������� ������

+���� �� ���� �!&"�(� '�!&"��� ������!#���
������� ������ F������  ��������

"��#"��$�� )�
������%� ����	�
�
��������	�
��  M 	��
��	�
������� �	��	
�	� �	�	��%� ������	����%�
 �	�
����
����	�
� ������� �	�
��������	�
� 	�����
%( ����� ��� ������
��

7 ���!�"���� ����� �%����� �!��� ���
����# '��.�����& 2�+� D& ���&� '� �&���� ���
��� �������� �%'�!����  ����( �������

%�&��'
�(����)�� �*���)

�� F&������ 7�+� �������"�%� &�!���( �!��
������ ����� ��� ��$���� � ��$���� ������
������������: '��'���� �	 R 7�+� F&�����: +��
� ���������� LH 21 LLLO� 5 
�� �E@@�

�� H!#$������� 2�S� ��!���%� �� ����� �
����"�%� ��&''�� R 2�S� H!#$������ RR L���
������ &���!� 5 �E8�� 5 F� ��� T6�

4� O&�(�<��� 2��� H ������� ������ ����"�
�%� ��&'' R 2��� O&�(�<�� RR 2!����� � !������
5 �E@	� 5 F� �E� T��

�� D& ���� 2�+� 2��������"����� ���� ����
�������������(� �� ������� ����� �&� ������
$��&� ��&''& R 2�+� D& ��� RR 
����� ��� 5
�E@	� 5 F� ���� T��

�� D& ���� 2�+� ������� ����� ��!#'��
�����%� ��&'' � ��&'' � � ��� �'�� �!(����
������$����� R 2�+� D& ��� RR 2!����� � !��
����� 5 �E8E� 5 F� �@� T��

6� D& ���� 2�+� H ������� ������ � ����� �
��� ��&''� R 2�+� D& ��� RR 2!����� � !������
5 �E86� 5 F� ��� T��

8� Ǳ�!��������� >�L� H� ���������"�����
����� ����������������� R >�L� Ǳ�!�������� RR
L��� ������ &���!� 5 �EEE� 5 F� �	� T��

@� 
�!#<��� 2�+� 2!������"����� ������% R
2�+� 
�!#<��� 5 
�� �E8	�

E� �&��$� U�=� F����( ��&'' R 2�=� �&��$�
5 
�� �E68�

�	� �����'�!��� 
�+� H����% ������ ��&'' R

�+� �����'�!��� S�+� 
���!(���� 5 
�� �E88�

��� 
���&�� 7� ������������( �����( ��&''
R 7� 
���&�� 2� ������� �� L�!��0�� 5 
�� �E8��

��� D& ���� 2�+� ����������������( ��&''
R 2�+� D& ���� 5 D����&!� �		��

�4� 1������ G� 
����������( ��&'' R
G� 1������ 5 
�� �E6E�

��� =���&���� 7�2� 2!������"����( �����(
����������������� R 7�2� =���&���� 5 1������
������ �EEE�

��


