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Для определения мгновенных интенсивностей 

фотосинтеза и фотодыхания С3-растений получена 
следующая сингулярно возмущенная задача на вре-
менном отрезке 0 ≤ t ≤ T [1]: 
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Начальные условия: 
при t0 = 0:   X(t0) = Y(t0) = Z(t0) = 0,  S(t0) = Sст(0).  (3) 
Область допустимых решений данной динами-

ческой системы ограничена неравенствами: 
0, 0, 0.X Y Z≥ ≥ ≥  (4) 

Функция
( )

( )
( )

Ф M
Ф

M Ф

Q t Ф
p Q

Ф Q t

α
α

=
+

 зависит от вре-

менной переменной. 
«Быстрые» переменные X = ФС / hL, Y = RO/hL, Z, 

где ФС, RO – мгновенные интенсивности реакций 
карбоксилирования и оксигенации; hL – характер-
ный размер листа; Z – вспомогательная переменная. 

«Медленная» переменная S = 1,6rst + ra +1,3/DT – 
суммарное сопротивление потоку воздуха при про-
хождении в полость листа; ε = hL⋅[K0] – малый па-
раметр, определяющий скорость переходных про-
цессов; τst – постоянная времени переходного про-
цесса; rst – устьичное сопротивление;  ra – сопро-
тивление слоя воздуха над посевом;  DT – проводи-
мость прилистного слоя  воздуха;  Rd – интенсив-
ность темнового дыхания; rm1, rm2 – сопротивления 
мезофилла растворению СО2 и О2 соответственно;  
β – константа. Для сопротивлений реакций карбок-
силирования и оксигенации выполнено постоянное 
соотношение ry/rx ≈ 60,3 мкгО2/мкгСО2. Значения 
переменных Rd, Ca, Oa принадлежат ограниченной 
области Ω. 

Функция ( ) 1,6 ( , )ст ст

Ф st Ф LS Q r Q ψ= ⋅ +  1,3 /a Tr D+  

– ограниченная убывающая функция очень медлен-

ной переменной QФ(t), где ( , )ст

st Ф Lr Q ψ  – функция 

стационарного устьичного сопротивления; ψL – вод-
ный потенциал листа. 
Параметры растения: hL, α, ФM.  
В работе [2] получено приближенное решение 

данной задачи в виде нулевого члена асимптотики. 
Показано, что такого приближенного решения дос-
таточно для вычисления суммарной суточной ин-
тенсивности фотосинтеза с удовлетворительной 
точностью в прикладных задачах прогнозирования 
урожайности зерновых культур. 
В данной работе решается задача поиска первого 

члена асимптотики для мгновенных интенсивностей 
фотосинтеза и фотодыхания С3-растений. 
Опишем общую постановку сингулярно возму-

щенных задач. 
Рассмотрим систему дифференциальных урав-

нений 
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где z и F – M-мерные вектор-функции; y и f –  
m-мерные вектор-функции; μ > 0 – малый параметр. 
Начальные условия: (0, ) , (0, ) .o oz z y yμ μ= =  (6) 

Решение задачи (5)–(6) ищется в виде асимпто-
тического разложения по малому параметру [3]: 

( , ) ( , ) ( , ),x t x t xμ μ τ μ= +Π  (7) 

где τ = t/μ, вектор x означает z и y в совокупности,  
т.е. x = {z, y}, 

0 1( , ) ( ) ( ) ... ( ) ...k
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есть регулярная часть асимптотики, 
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kx x x xτ μ τ μ τ μ τΠ = Π + Π + + Π +  (9) 

есть погранслойная часть асимптотики. 
Теорема Васильевой [3] утверждает, что частич-

ная сумма асимптотического разложения 
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женным решением сингулярно возмущенной задачи 
(5)–(6) с точностью до O(μn+1). 
Опишем кратко общий принцип поиска членов 

асимтпотики. 
Для главного члена 0 0 0( ) { ( ), ( )}x t z t y t=  регуляр-

ной части асимптотики получим систему 
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которая, очевидно, совпадает с вырожденной сис-
темой. 
Для главного члена 0 0 0( ) { ( ), ( )}x z yτ τ τΠ = Π Π  

погранслойной части выводим систему 
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Для членов асимптотики ( )kx t , Пkx(τ) при k ≥ 1 

получим линейные уравнения: 
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где функции fk(t), как и Fk(t), рекуррентно выражаются 
через ( )iz t , ( )iy t , i < k, функции Gk(τ) – через Пiz(τ), 
Пiy(τ), i < k, а Пk-1f – коэффициент при μk–1 в разложе-
нии Пf  по степеням μ, аналогичном разложению ПF.  
Начальные условия при этом будут записаны в 

виде: 
0 0

0 0 0 0(0) (0) , (0) (0) ,z z z y y y+Π = +Π =  (14) 

(0) (0) 0, (0) (0) 0,

1,2,...
k k k kz z y y

k

+Π = +Π =
=

 (15) 

В работе [2] найдено решение задачи (10), (11), 
(14), т.е. нулевой член асимптотики: 
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где обозначено 
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Причем 0 ( ) 0,z τΠ ≡  0 ( ) 0,y τΠ ≡  0 (0) 0,z =  
0

0 (0) .y y=  (17) 

Для k = 1 получаем в общем виде следующую 
задачу: 
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В силу (17) получим 1( ) 0G τ ≡ , 0 0fΠ ≡ . Задача 

поиска первого члена разложения упрощается. Уч-

тем, что ( ) 0, ( ) 0, ( ) 1/ .y z y stF f t f tτ τ= = = −  Та-

ким образом, необходимо решить две задачи. 

Задача 1: 1
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Решаем задачу 1. Второе уравнение дает 

1 ( )y constτΠ = , при этом 1 1(0) (0) 0y y= −Π = , тогда 

1 ( ) 0y τΠ ≡ . Из первого уравнения получаем 

/
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При 1( ) 0y t ≡  в задаче 2 линейная система 

0
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=  с невырожденной матрицей ( )zF t =  

0 0( ( ), ( ), )zF z t y t t=  имеет единственное решение:  
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где 0( )tz ′  – вектор производных по времени нулево-

го члена асимптотики ( ), ( ), ( )X t Y t Z t′ ′ ′
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, а компонен-

ты матрицы ( )zH F t=  определяются выражениями: 
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Подставляя выражения для , ,X Y
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 получаем при  

t = 0 (учтем, что p(0) = 0) невырожденную числовую 
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где 0
0(0)y S S= =

�

; ФМ, Rd  – параметры растения;  

Ca, Oa – параметры окружающей среды. 

Итак, получаем систему линейных уравнений 
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с начальным условием  
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Аналитическое решение этой задачи в общем 
виде затруднено большим количеством параметров 
(тем более вектор начальных значений (28) нели-
нейно зависит от всех параметров). Решение систе-
мы (27) сильно зависит от выбора начального зна-
чения медленной переменной y0 (которое в свою 
очередь зависит от ответной реакции растения на 
водно-тепловой режим), так как значения других 
параметров ограничены небольшими интервалами. 
Причем при некоторых возможных значениях y0 

система упрощается ( 0
13 0H =  или 0

23 0H = ). Для 

произвольных допустимых значений параметров 
легко найти численное решение системы (27), (28). 
Итак, при заданных значениях параметров рас-

тения и окружающей среды первые члены регуляр-
ной части асимптотики для быстрых переменных 
исходной задачи (1)–(4) описываются формулой 
(24), а первые члены погранслойной части являются 
решением системы (27) с начальным условием (28). 
Определение первых членов асимптотики позволяет 
находить значения мгновенных интенсивностей 
фотосинтеза и фотодыхания С3-растений с точно-
стью до O(ε2). Такое приближенное решение можно 
использовать в задачах, связанных с анализом ди-
намики состояния С3-растений в ходе вегетации. 
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