
���������� � ��������

��� 517.765

�.�. �à®®¢
� á¢®©áâ¢¥ äã¤ ¬¥â «ì®áâ¨ á¥£¬¥â®¢
ª« áá   âãà «ìëå ç¨á¥«

� áâ®ïé ï à ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¢  ªá¨®¬ â¨ª¥
 «ìâ¥à â¨¢®© â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢ (AST) ¨ ¯à®-
¤®«¦ ¥â æ¨ª« à ¡®â, ¯®á¢ïé¥ëå § ¤ ç¥ à á-
¯à®áâà ¥¨ï äãªæ¨© ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©
  £¨¯¥à¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ áâàãªâãàë. �à¨ ¯®-
áâà®¥¨¨ ®¤®£® ¨§ à á¯à®áâà ¥¨© (á¯®á®¡
¬¨ªà®ª®¯¨à®¢ ¨ï) ¢ [1] ¢®§¨ª«  ¯à®¡«¥¬  áã-
é¥áâ¢®¢ ¨ï ¯à¥¤¥«  äã¤ ¬¥â «ì®© ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¢ £¨¯¥à¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© áâàãªâã-
à¥, ¯®áâà®¥®© ¯® á¥£¬¥âã A, ¡®«¥¥ è¨à®ª®-
¬ã, ç¥¬ á¥£¬¥â ª®¥çëå  âãà «ìëå ç¨á¥«
FN. �¥ á¥£¬¥âë, ¤«ï ª®â®àëå â ª¨¥ ¯à¥¤¥«ë
áãé¥áâ¢ãîâ, ¢ [1]  §ë¢ «¨áì äã¤ ¬¥â «ìë-
¬¨. �¤¥áì ¬ë ¤®ª ¦¥¬, çâ® ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¢á¥
¥âà¨¢¨ «ìë¥ á¥£¬¥âë N ï¢«ïîâáï â ª®¢ë-
¬¨,   â ª¦¥ à áá¬®âà¨¬ ¢®¯à®á áãé¥áâ¢®¢ ¨ï
¯à¥¤¥«®¢ ¬®®â®ëå ®£à ¨ç¥ëå ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâ¥© ¨ á¨âã æ¨î, ª®£¤  äã¤ ¬¥â «ì ï
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì á®¤¥à¦¨â «¨èì áç¥â®¥ ª®-
«¨ç¥áâ¢® ç«¥®¢.

1. �ã¤ ¬¥â «ì®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
ëå á¥£¬¥â®¢. �áî¤ã ¢ à ¡®â¥ ¯®¤ á«®¢®¬
á¥£¬¥â ãá«®¢¨¬áï ¯®¨¬ âì  ç «ìë© ®âà¥-
§®ª ª« áá   âãà «ìëå ç¨á¥« N. �¥£¬¥â A  -
§ë¢ ¥¬  ¤¤¨â¨¢ë¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå n,m ∈ A
á¯à ¢¥¤«¨¢® n + m ∈ A. � ª ¢ [1], ç¥à¥§ ∗

AR
¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì £¨¯¥à¤¥©áâ¢¨â¥«ìãî áâàãª-
âãàã, ¯®à®¦¤¥ãî íâ¨¬ á¥£¬¥â®¬. A-¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì®áâì x = {xn, n ∈ A} ⊂ ∗

AR ãá«®¢¨¬áï
 §ë¢ âì äã¤ ¬¥â «ì®©, ¥á«¨ ®  â¥®à¥â¨ª®-
¬®¦¥áâ¢¥® ®¯à¥¤¥«¨¬  ¨

(∀n ∈ A)(∃jn ∈ A)(∀t, s ∈ A)
t, s ≥ jn ⇒ |xt − xs| ≤ 1

n . (1)

�¨á«® x ∈ ∗
AR  §®¢¥¬ ¯à¥¤¥«®¬ x ®â®á¨â¥«ì®

A, ¥á«¨

(∀k ∈ A)(∃vk ∈ A)(∀t ∈ A)
t ≥ vk ⇒ |xt − x| ≤ 1

k . (2)

�¥£¬¥â A, á«¥¤ãï [1], ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì äã-
¤ ¬¥â «ìë¬, ¥á«¨ «î¡ ï äã¤ ¬¥â «ì ï
A-¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« ®â®á¨â¥«ì-
® A.

� ¬¥ç ¨¥ 1. �®áª®«ìªã  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨¥
®¯¥à æ¨¨ ¨ ®â®è¥¨¥ ¯®àï¤ª    ∗

AR ®¯à¥¤¥-
«ïîâáï ¯® à æ¨® «ìë¬ ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï¬ á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé¨å í«¥¬¥â®¢ £¨¯¥à¤¥©áâ¢¨â¥«ì®©
áâàãªâãàë, â® ¢á¥ ¢®¯à®áë, á¢ï§ ë¥ á (1){(2),

¬®¦® à¥è âì ¢ à ¬ª å ª« áá  à æ¨® «ìëå
ç¨á¥« Q. � ¯à¨¬¥à, (2) ¢ë¯®«¥® â®£¤  ¨ â®«ì-
ª® â®£¤ , ª®£¤  ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ì®¬ ¢ë¡®à¥ à -
æ¨® «ìëå ∗xn ∈ xn, ¥ª®â®à®¬ ∗x ∈ Q ¨ ¯à®-
¨§¢®«ì®¬ k ∈ A ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

(∃vk ∈ A)(∀t ∈ A) t ≥ vk ⇒ |∗xt −∗ x| ≤ 1
k

.

�®£¤  ¢ ª ç¥áâ¢¥ x ¢ (2) ¬®¦® ¢§ïâì â®â í«¥-
¬¥â ∗

AR, ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥¬ ª®â®à®£® ï¢«ï¥âáï ∗x,
çâ® ¬ë ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì ª ª x = ◦

A(∗x).
�¯¨á ë© á¥©ç á ¯à®æ¥áá ª®à®âª® ¤®£®¢®-

à¨¬áï  §ë¢ âì ¯¥à¥å®¤®¬ ¢ Q.
�¥¬¬  1. �ãáâì á¥£¬¥â A  ¤¤¨â¨¢¥.

�®£¤  «î¡ ï â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥® ®¯à¥¤¥-
«¨¬ ï A-¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì í«¥¬¥â®¢ ∗

AR,
¨¬¥îé ï ¯à¥¤¥«, äã¤ ¬¥â «ì .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¢ë¯®«¥® (2), k ∈
A ¨ t, s ≥ v2k. �®£¤ 

|xt − xs| ≤ |xt − x|+ |xs − x| ≤ 1
2k

+ 1
2k

= 1
k

.

�¥¬¬  ¤®ª §  .
�¥¬¬  2. �ãáâì A {  ¤¤¨â¨¢ë© á¥£¬¥â,

A-¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì x ¬®®â®  ¨ äã¤ -
¬¥â «ì . �®£¤  x ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« ®â®á¨â¥«ì-
® A.

� ¬¥ç ¨¥ 2. �¥á¬®âàï   â®, çâ® äã¤ -
¬¥â «ìë¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ï¢«ïîâáï ®£à -
¨ç¥ë¬¨, ®¤®© ¬®®â®®áâ¨ ¨ ®£à ¨ç¥-
®áâ¨ ®ª §ë¢ ¥âáï ¥¤®áâ â®ç® ¤«ï áãé¥áâ¢®-
¢ ¨ï ¯à¥¤¥« . �ãáâì,  ¯à¨¬¥à, α 6∈ FN,
A = {γ ∈ N : (∃k ∈ FN) γ < αk}. � áá¬®âà¨¬
xn = √

n, n ∈ A. �á®, çâ® á¥£¬¥â  ¤¤¨â¨¢¥
¨ xn < α. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ¯à¥¤¥« ã x ®âáãâáâ¢ã¥â
¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1, ¯®áª®«ìªã ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ì®¬ n
|x2n − xn| > 0, 4√n.

�®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë 2. �¥à¥©¤¥¬ ¢ Q ¨
¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® x ¢®§à áâ ¥â. � ä¨ªá¨àã¥¬
¥ª®â®à®¥ n ∈ A ¨ ¯®áâà®¨¬ ¬®®â®®¥ ¯à®¤®«-
¦¥¨¥ x ¤® ¥ª®â®à®£® αn 6∈ A â ª, çâ®¡ë ¤«ï
«î¡®£®  âãà «ì®£® m ¢ë¯®«ï«®áì

jn ≤ m ≤ αn ⇒ | ∗xαn − ∗xm| ≤ 1
n

.

�®§¬®¦®áâì ¯®áâà®¥¨ï â ª®£® ¯à®¤®«¦¥¨ï
®¡®á®¢   ¢ [2]. �âáî¤  ¯à¨ m ∈ A

m ≥ jn ⇒
(
− 1

n
+ ∗xαn ≤ ∗xm < ∗xαn

)
. (3)
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�¥§ ®£à ¨ç¥¨ï ®¡é®áâ¨ ¬®¦® áç¨â âì, çâ®
A-¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì αn, n ∈ A ¥ ¢®§à áâ ¥â
¨, ¯® â¥®à¥¬¥ 1 ¨§ [3], A 6= ∩{αn, n ∈ A}. �®íâ®-
¬ã  ©¤¥âáï â ª®¥ α 6∈ A, çâ® (∀n ∈ A) αn ≥ α.
�ë¡¥à¥¬ x = ◦

A( ∗xα) { íâ® â®â í«¥¬¥â ∗
AR, ¤«ï

ª®â®à®£® ∗xα ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥¬. �«¥
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ á ®¬¥à®¬ α ¬®¦¥â ¡ëâì
¢§ïâ ¨§ «î¡®£® ¨§ ¯®áâà®¥ëå ¯à®¤®«¦¥¨© {
¥âàã¤® ¯®ª § âì, çâ® ®¨ ¨¤¥â¨çë á â®çª¨
§à¥¨ï A-®â®¦¤¥áâ¢«¥¨ï.

�à¨ m ≥ jn ¨§ (3) ¯®«ãç ¥¬, çâ®

∗xm ≥ ∗xαn
− 1

n
≥ ∗xα − 1

n
,

®âªã¤ , ¯à¨¢«¥ª ï ¬®®â®®áâì ¨ § ¬¥ç ¨¥ 1,
¯à¨å®¤¨¬ ª á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ (2). �¥¬¬  ¤®ª § -
 .

�¥¬¬  3. �ãáâì A {  ¤¤¨â¨¢ë© á¥£¬¥â
x ⊂ ∗

AR { â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥® ®¯à¥¤¥«¨-
¬ ï A-¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì. �®£¤  ¨§ x ¬®¦®
¢ë¡à âì ¬®®â®ãî ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
yp = xnp , p ∈ A.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¨á«® a ∈ ∗
AR  §®¢¥¬

«¥¢ë¬ ¤«ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ x, ¥á«¨
(∀n ∈ A)(∃kn ∈ A) kn ≥ n & xkn ≥ a.

�á¥ ç¨á« , ¥ ï¢«ïîé¨¥áï «¥¢ë¬¨,  §®¢¥¬ ¯à -
¢ë¬¨. �á¥ ç«¥ë x, «¥¦ é¨¥ á¯à ¢  ®â «¥¢®£®
ç¨á«  a, ¨«¨, á®®â¢¥âáâ¢¥®, á«¥¢  ®â ¯à ¢®£®
ç¨á«  a,  §®¢¥¬ ¯®¤ª®âà®«ìë¬¨ ç¨á« ¬¨ ¤«ï
a. �®áâà®¨¬ ¢á¯®¬®£ â¥«ìãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
®áâì zk, k ∈ A ¯® ¨¤ãªæ¨¨. �ãáâì z1 = x1.
�á«¨ zk ã¦¥ ¯®áâà®¥®, â® ¢ ª ç¥áâ¢¥ zk+1 ¢®§ì-
¬¥¬ «î¡®¥ ¨§ ç¨á¥«, ¯®¤ª®âà®«ìëå zk. � «¥¥
¢®§¬®¦ë ¤¢  á«ãç ï.

1. (∃m ∈ A)(∀n ≥ m) zn { «¥¢®¥ ç¨á«®. �®£¤ 
yp = zm+p, p ∈ A ¬®®â®® ¥ ã¡ë¢ ¥â;

2. (∀m ∈ A)(∃nm ∈ A) znm { ¯à ¢®¥ ç¨á«®.
�®£¤  yp = znp , p ∈ A ¬®®â®® ¥ ¢®§à -
áâ ¥â.

�¥¬¬  ¤®ª §  .
�¥®à¥¬  1. �¥£¬¥â N äã¤ ¬¥â «¥

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤   ¤¤¨â¨¢¥.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A {  ¤¤¨â¨¢ë©

á¥£¬¥â, A-¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì x äã¤ ¬¥â «ì-
 . �ë¡¥à¥¬ ¨§ ¥¥ ¬®®â®ãî ¯®¤¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâì yp = xnp , p ∈ A. �® «¥¬¬¥ 2 ã ¥¥ ¥áâì
¯à¥¤¥« x ∈ ∗

AR, â.¥., ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® n ∈ A

(∃γn ∈ A)(∀p ∈ A) p ≥ γn ⇒ |yp − x| ≤ 1
n

. (4)

�®§ì¬¥¬ «î¡®¥ k ∈ A ¨ ¢ë¡¥à¥¬ p ∈ A, p >
max{j2k, γ2k}. �®£¤  np ≥ j2k, ¨ ¨§ (1), (4) á«¥-
¤ã¥â, çâ® ¯à¨ t ≥ j2k ¢ë¯®«¥®

|xt − x| ≤ |xt − yp|+ |yp − x| ≤ 1
2k

+ 1
2k

= 1
k

,

çâ® á®¢¯ ¤ ¥â á (2).
� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¯à®áâ®© ¯à¨¬¥à, ¯®ª §ë-

¢ îé¨©, çâ® ¡¥§ ãá«®¢¨ï  ¤¤¨â¨¢®áâ¨ á¥£¬¥â
¥ ï¢«ï¥âáï äã¤ ¬¥â «ìë¬. �ãáâì á¥£¬¥â
A ¥  ¤¤¨â¨¢¥. �®£¤  ¯à¨ ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè¨å
γ ∈ A 2γ 6∈ A. �®§ì¬¥¬ ®¤® ¨§ â ª¨å γ. � á-
á¬®âà¨¬ xn = 2

n , n ∈ A. �¡¥¤¨¬áï, çâ® íâ  ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì äã¤ ¬¥â «ì . �«ï íâ®£®
¢ë¡¥à¥¬ t, s ∈ A, t > s > γ. � íâ¨å ¯à¥¤¯®«®¦¥-
¨ïå

|xt − xs| < 2(t− γ)
tγ

= 2
γ
− 2

t
<

2
γ
− 2

2γ
= 1

γ
.

�áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® ¢ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ (1)
¤®áâ â®ç® ¡ë«® ã¡¥¤¨âìáï ¤«ï ¡®«ìè¨å n.

� ¤àã£®© áâ®à®ë, ïá®, çâ® ¥¤¨áâ¢¥ë©
¯à¥â¥¤¥â   à®«ì ¯à¥¤¥«  íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
®áâ¨ { ç¨á«® 0 { ¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â (2). �¥©áâ¢¨-
â¥«ì®, ¯à¨ â®¬ ¦¥ ¢ë¡®à¥ γ

|xn| < 1
γ
⇐⇒ n > 2γ,

® 2γ 6∈ A. �¥®à¥¬  ¤®ª §  .
2. �¡ ã£«ã¡«¥¨¨ á¢®©áâ¢  äã¤ ¬¥-

â «ì®áâ¨. �áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¢®§¨ª -
¥â ¦¥« ¨¥ ¯®£àã§¨âì ¥ ¤¤¨â¨¢ë© á¥£¬¥â ¢
¡®«ìè¨©  ¤¤¨â¨¢ë©. �âã ¢®§¬®¦®áâì ¬ë á¥©-
ç á ¨ à áá¬®âà¨¬.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì A { ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìë©
á¥£¬¥â, α 6∈ A. �®£¤  ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®© äã¤ -
¬¥â «ì®© A-¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ x  ©¤¥â-
áï á¥£¬¥â B, § ª«îç¥ë© ¬¥¦¤ã A ¨ α, ¨
¯à®¤®«¦¥¨¥ x, ª®â®à®¥ ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« ®â®-
á¨â¥«ì® B. �¥£¬¥â B ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®-
¯®«¨â¥«ì®  ¤¥«¥ á¢®©áâ¢®¬ § ¬ªãâ®áâ¨
®â®á¨â¥«ì® «î¡®© § à ¥¥ ä¨ªá¨à®¢ ®©
â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥® ®¯à¥¤¥«¨¬®© ®¯¥à -
æ¨¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥à¥©¤¥¬ ¢ Q. �§ â¥®à¥-
â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥®© ®¯à¥¤¥«¨¬®áâ¨ x á«¥¤ã¥â,
çâ® ¥¥ ¢®§¬®¦® ¯à®¤®«¦¨âì §  A. �ãáâì ® 
®¯à¥¤¥«¥  ¯à¨ n ≤ δ, δ 6∈ A. �§ (1) ¨ â¥®à¥-
¬ë 1 ¢ [3], ª ª ¨ ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ «¥¬¬ë 2,
¨§¢«¥ª ¥¬ ¢®§¬®¦®áâì  ©â¨ â ª®¥ δ0 6∈ A, çâ®
¤«ï «î¡®£® γ ∈ A

(∃jγ)(∀t, s) jγ ≤ t, s ≤ δ0 ⇒ |xt − xs| ≤ 1
γ

.

�à®¤®«¦¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì jγ ¤® ¥ª®â®à®-
£® β 6∈ A. �ë¡¥à¥¬  ¤¤¨â¨¢ë© á¥£¬¥â B â ª,
çâ®¡ë ® ®¡« ¤ « ã¦ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ § ¬ªã-
â®áâ¨ ¨ A ⊆ B ⊂ min{δ, δ0, β, α}. �â® ¬®¦®
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á¤¥« âì ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á â¥®à¥¬®© 12 ¨§ [4]. �®-
£¤  (¯à¨ ®¡à â®¬ ¯¥à¥å®¤¥ ¢ ∗

AR) ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâì xn, n ∈ B ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« ¯® â¥®à¥¬¥ 1.
�¥®à¥¬  ¤®ª §  .

3. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ σ-¯à¥¤¥«®¢. � ¯. 5
à ¡®âë [1] ¡ë«® ¢¢¥¤¥® ¯®ïâ¨¥ σ-áå®¤ïé¥©áï
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨. � áá¬®âà¨¬ §¤¥áì íâ® ¯®-
ïâ¨¥ ¯®¤à®¡¥¥. �ç¥âë© ª« áá í«¥¬¥â®¢
x = {xn, n ∈ FN} ⊂ ∗

AR  §ë¢ «áï ¢ à ¡®-
â¥ [1] σ-äã¤ ¬¥â «ì®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâìî,
¥á«¨

(∀n ∈ A) (∃jn ∈ FN) (∀t, s ∈ FN)
t, s ≤ jn ⇒ |xt − xs| ≤ 1

n . (5)

� ¬ ¦¥ x  §¢   σ-áå®¤ïé¥©áï ®â®á¨â¥«ì® A,
¥á«¨  ©¤¥âáï x ∈ ∗

AR â ª®©, çâ® ¤«ï «î¡®£®
k ∈ A) ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

(∃vk ∈ FN)(∀p ∈ FN) p ≥ vk ⇒ |xp−x| ≤ 1
k

. (6)

�®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© x ¬ë  §ë¢ ¥¬ σ-¯à¥¤¥«®¬
¨§ãç ¥¬®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ x. �¥£¬¥â A
 §®¢¥¬ σ-äã¤ ¬¥â «ìë¬, ¥á«¨ «î¡ ï
σ-äã¤ ¬¥â «ì ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ï¢«ï¥â-
áï σ-áå®¤ïé¥©áï ®â®á¨â¥«ì® A. �«¥¤ãîé¥¥
ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®.

�¥¬¬  4. �á«¨ A {  ¤¤¨â¨¢ë© á¥£¬¥â,
â® «î¡ ï σ-áå®¤ïé ïáï ®â®á¨â¥«ì® A ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâì ï¢«ï¥âáï σ-äã¤ ¬¥â «ì®©.

�«ï ¤ «ì¥©è¥£®  ¬ ¯®âà¥¡ã¥âáï ¥é¥ ®¤®
¯®ïâ¨¥. �ãáâì B { ¯à®¨§¢®«ìë© á¥£¬¥â.
B-¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì m = {mk, k ∈ B} ãá«®-
¢¨¬áï  §ë¢ âì áâ ¡¨«¨§¨àãîé¥©áï, ¥á«¨

(∃p ∈ B) (∀k ∈ B) k ≥ p ⇒ mk = mp.

�¥¬¬  5. �ãáâì á¥£¬¥â B áâà®£® ¡®«ì-
è¥ FN, m = {ms, s ∈ B} ⊂ FN { ¬®®â®®
¥ã¡ë¢ îé ï â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥® ®¯à¥-
¤¥«¨¬ ï B-¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì. �á«¨ ®  ¥
áâ ¡¨«¨§¨àã¥âáï, â® B { σ-á¥£¬¥â, â.¥.
 ©¤¥âáï áç¥âë©  ¡®à  âãà «ìëå ç¨á¥«
αj , j ∈ FN, â ª®©, çâ® B = ∪{αj |j ∈ FN}.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ m ¥ áâ ¡¨«¨§¨àã-
¥âáï, â® ¬®¦® ¯®áâà®¨âì ¥¥ áâà®£® ¢®§à áâ î-
éãî ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì mkj , j ∈ FN ¯® ¨-
¤ãªæ¨¨. �à¨ íâ®¬ ¢ á¨«ã áâà®£®© ¬®®â®®áâ¨
¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® j ¡ã¤¥â ¢ë¯®«¥® mkj ≥ j,
®âªã¤  ∪{mkj |j ∈ FN} = FN. �¯à¥¤¥«¨¬

Aj = {n ∈ B|mn ≤ mkj}, j ∈ FN.

�®£¤  ¨§ á¢®©áâ¢ ¬®®â®®áâ¨ m á«¥¤ã¥â, çâ®
Aj { â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥® ®¯à¥¤¥«¨¬ë© á¥£-
¬¥â, â.¥.  âãà «ì®¥ ç¨á«® (á¬.,  ¯à¨¬¥à: [2,
«¥¬¬  1]), ª®â®à®¥ ¬ë ¨ ®¡®§ ç¨¬ αj . �ç¥¢¨¤-
®, çâ® αj , j ∈ FN { âà¥¡ã¥¬ë©  ¡®à, ¯®áª®«ìªã

t ∈ B ⇒ mt ∈ FN ⇒ (∃j) mt ≤ mkj .

�¥¬¬  ¤®ª §  .
�¥®à¥¬  3. �à®¨§¢®«ìë©  ¤¤¨â¨¢ë© á¥£-

¬¥â σ-äã¤ ¬¥â «¥.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A  ¤¤¨â¨¢¥. �á-

å®¤ï ¨§ (5), à áá¬®âà¨¬ ª« áá ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
®áâ¥© j = {jn, n ∈ A} ⊂ FN ¤«ï ¢á¥å ¢®§-
¬®¦ëå σ-äã¤ ¬¥â «ìëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®-
áâ¥© x. �ç¥¢¨¤®, çâ® j ¬®¦® áç¨â âì ¥ã¡ë¢ -
îé¥©. �á«¨ å®âï ¡ë ®¤  j ¥ áâ ¡¨«¨§¨àã¥âáï,
â® A { σ-á¥£¬¥â. �®, ª ª á«¥¤ã¥â ¨§ [1, «¥¬¬ 
3] ¨ â¥®à¥¬ë 1  áâ®ïé¥© à ¡®âë, â ª®© á¥£¬¥â
ï¢«ï¥âáï σ-äã¤ ¬¥â «ìë¬.

�á«¨ ¦¥ ¢á¥ j áâ ¡¨«¨§¨àãîâáï, â® ¯¥à¥©¤¥¬
¢ Q ¨ à áá¬®âà¨¬ «î¡ãî ª®ªà¥âãî x. �«ï
¯à®¨§¢®«ì®£® n ∈ A ¯à¨ t, s ≥ jp á¯à ¢¥¤«¨¢®
|xt − xs| ≤ 1

n . �â® ®§ ç ¥â, çâ® xt, xs ¢ ∗
AR á®-

¢¯ ¤ îâ, â.¥. ¯à¨ t ≥ jp ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì x
¯®áâ®ï , ¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¥¥ ¯à¥¤¥«  ®ç¥¢¨¤-
®. �¥®à¥¬  ¤®ª §  .

� ¬¥ç ¨¥ 3. �§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 3
¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ¯®ïâ¨¥ σ-¯à¥¤¥«  ¨¬¥¥â á®¤¥à¦ -
â¥«ìë© å à ªâ¥à «¨èì ¤«ï σ-á¥£¬¥â®¢. �«ï
®áâ «ìëå á¥£¬¥â®¢ ª« áá σ-äã¤ ¬¥â «ìëå
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© ¨áç¥à¯ë¢ ¥âáï áâ ¡¨«¨§¨-
àãîé¨¬¨áï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâï¬¨, â.¥. ä ªâ¨-
ç¥áª¨ «¨èì ª®áâ â ¬¨.

4. � ¬®®â®ëå ®£à ¨ç¥ëå ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâïå. �à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ äã¤ -
¬¥â «ì®áâ¨  ¤¤¨â¨¢ëå á¥£¬¥â®¢ ¡ë«® ¨á-
¯®«ì§®¢ ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¯à¥¤¥«  á¯¥æ¨ «ì®©
¬®®â®®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨. �§ãç¨¬ §¤¥áì
ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå ¯®¤®¡ë¥ ¯à¥¤¥«ë áãé¥-
áâ¢ãîâ (áà. ¯à¨¬¥à ¨§ § ¬¥ç ¨ï 2).

�¥£¬¥â A ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯ à äã¤ -
¬¥â «ìë¬, ¥á«¨ ¯à®¨§¢®«ì ï ¬®®â® ï
â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥® ®¯à¥¤¥«¨¬ ï ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì®áâì x, ®¡« ¤ îé ï á¢®©áâ¢®¬ A-®£à -
¨ç¥®áâ¨:

(∃m ∈ A)(∀s ∈ A) |xs| ≤ m,

¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« x ∈ ∗
AR. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® á¥£-

¬¥â A § ¬ªãâ ®â®á¨â¥«ì® äãªæ¨¨ f : N →
N, ¥á«¨ (∀s ∈ A) f(s) ∈ A.

�¥®à¥¬  4. �¥£¬¥â ï¢«ï¥âáï ¯ à äã¤ -
¬¥â «ìë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®
§ ¬ªãâ ®â®á¨â¥«ì® ¢á¥å ¬®®â®® ¢®§à -
áâ îé¨å â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥® ®¯à¥¤¥«¨-
¬ëå äãªæ¨©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A ¯ à äã¤ ¬¥-
â «¥,   äãªæ¨ï f ¬®®â®® ¢®§à áâ ¥â, ®
¤«ï ¥ª®â®à®£® s0 ∈ A f(s0) 6∈ A. �¯à¥¤¥«¨¬

g(s) = max{k| f(k) ≤ s}.
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� á¢®©áâ¢¥ äã¤ ¬¥â «ì®áâ¨ á¥£¬¥â®¢ . . .

�á®, çâ® g(s) ≥ t ⇔ s ≥ f(t). �ãáâì

xk = 1
2 −

1
g(k) , k ∈ A.

�®ïâ®, çâ® ¨ ®¤® ç¨á«®, ªà®¬¥ 1
2 , ¥ ¬®¦¥â

¯à¥â¥¤®¢ âì   à®«ì ¯à¥¤¥«  íâ®© ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâ¨. �®

∣∣xk − 1
2
∣∣ ≤ 1

s0
⇔ g(k) ≥ s0 ⇔ k ≥ f(s0),

¨«¨ k 6∈ A. �â¨¬ ¤®ª §   ¥®¡å®¤¨¬®áâì.
�®ª ¦¥¬ ¤®áâ â®ç®áâì. � ¬¥â¨¬, çâ® á¥£-

¬¥â, § ¬ªãâë© ®â®á¨â¥«ì® «î¡ëå ¢®§à áâ -
îé¨å äãªæ¨©, ï¢«ï¥âáï ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢ë¬,
  á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨  ¤¤¨â¨¢ë¬. �¥¯¥àì ¯à¥¤¯®-
«®¦¨¬, çâ® ¬®®â® ï A-®£à ¨ç¥ ï ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâì x ¥ ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« . �§¬¥ïï ¯à¨
¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ § ª ã ¢á¥å ¥¥ ç«¥®¢ ¨ ¤®¡ ¢«ïï
ª ¨¬ ¥ª®â®àãî ¯®áâ®ïãî, ¬®¦® áç¨â âì,
çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¢®§à áâ ¥â, ¨ ¤«ï ¥ª®-
â®à®£® m ∈ A á¯à ¢¥¤«¨¢® 0 < xs < m, s ∈ A.
�á¯®«ì§ãï «¥¬¬ã 2, ¯®«ãç ¥¬

(∃δ ∈ A)(∀k ∈ A)(∃sk ∈ A) xsk
− xs ≥ 1

δ
.

�¥§ ®£à ¨ç¥¨ï ®¡é®áâ¨ ¬®¦® áç¨â âì, çâ®
(∀k ∈ A) sk ≥ max{k, sk−1}. �¯à¥¤¥«¨¬ ¯® ¨-
¤ãªæ¨¨

g(0)(k) = sk, g(n+1)(k) = sg(n)(k).

�®£¤  ¯® ¯®áâà®¥¨î

(∀n ∈ A) xg(n+1)(k) − xg(n)(k) ≥
1
δ
,

¨, ¥á«¨ ¬ë ¢¢¥¤¥¬ f(k) = g(mδ)(k), â®, ¤®¯®«-
¨â¥«ì® ¯à¨¢«¥ª ï ¥®âà¨æ â¥«ì®áâì ç«¥®¢
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨, ¯®«ãç¨¬

xf(k) >

mδ∑
n=1

(
xg(n)(k) − xg(n−1)(k)

) ≥ m,

  § ç¨â, f(k) ¥ ¬®¦¥â ¯à¨ ¤«¥¦ âì A.
�¥¬ á ¬ë¬ ¯®áâà®¥  ¬®®â®® ¢®§à áâ îé ï
äãªæ¨ï, ®â®á¨â¥«ì® ª®â®à®© á¥£¬¥â ¥
§ ¬ªãâ. �®«ãç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥â
¤®áâ â®ç®áâì. �¥®à¥¬  ¤®ª §   ¯®«®áâìî.

�«¥¤áâ¢¨¥. �î¡®© ¯ à äã¤ ¬¥â «ìë©
á¥£¬¥â ï¢«ï¥âáï äã¤ ¬¥â «ìë¬.

� ¬¥ç ¨¥ 4. �®ª §  ï â¥®à¥¬  ¤ ¥â
¯®¢®¤ ¯®« £ âì, çâ® ¯ à äã¤ ¬¥â «ìëå á¥£-
¬¥â®¢ ¥ â ª ã¦ ¬®£®. �® ¢ [4] ¡ë«  ¯®áâà®¥-
  â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥ ï ®¯¥à æ¨ï ↗ (®¯¥-
à æ¨ï �ªª¥à¬  ), § ¬ªãâ®áâì ®â®á¨â¥«ì®
ª®â®à®© ¢«¥ç¥â § ¬ªãâ®áâì á¥£¬¥â  ®â®á¨-
â¥«ì® «î¡®© ®¯¥à æ¨¨ ¨§ áâ ¤ àâ®© æ¥¯®çª¨.
� â®çª¨ §à¥¨ï [5] íâ® ¯®§¢®«ï¥â áç¨â âì, çâ®
¢á¥ ↗-§ ¬ªãâë¥ á¥£¬¥âë ï¢«ïîâáï ¯ à äã-
¤ ¬¥â «ìë¬¨. �«£®à¨â¬ ¯®áâà®¥¨ï â ª¨å
á¥£¬¥â®¢, á®¤¥à¦ é¨å ¤ ë© ¨ à á¯®«®¦¥-
ëå ¤®áâ â®ç® ¡«¨§ª® ª ¥¬ã, ¯®¤à®¡® ®¯¨á 
¢ [4]. �â® ¤ ¥â  ¬ ¢®§¬®¦®áâì áâà®¨âì æ¥¯®ç-
ª¨ ¢«®¦¥ëå ¤àã£ ¢ ¤àã£  £¨¯¥à¤¥©áâ¢¨â¥«ì-
ëå ª®áâàãªæ¨©, ª ¦¤ ï ¨§ ª®â®àëå á®¤¥à¦¨â
¯à¥¤¥«ë ¬®®â®ëå ®£à ¨ç¥ëå ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâ¥© á¢®¨å í«¥¬¥â®¢.

�¨â¥à âãà 

1. �à®®¢, �.�. � ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®¬ à á¯à®-
áâà ¥¨¨ £¨¯¥à¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå äãªæ¨© /
�.�. �à®®¢ // �§¢¥áâ¨ï �«â��. { 2007. {
ü1.

2. �à®®¢, �.�. � ç¥âª¨å ¯à®¤®«¦¥¨ïå ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâ¥© / �.�. �à®®¢ // �§¢¥áâ¨ï
�«â��. { 1999.{ ü1.

3. �à®®¢, �.�. � ¢®§¬®¦®áâ¨ ¤¢¨¦¥¨ï π-£®-
à¨§®â  ¢ AST / �.�. �à®®¢ // �§¢¥áâ¨ï

�«â��. { 2005. { ü1.

4. �®§«®¢, �.�. � áâà®¥¨¨ ¨§®â®®£® £àã¯-
¯®¨¤    ª« áá¥  âãà «ìëå ç¨á¥« ¢ AST/
�.�. �®§«®¢, �.�. �à®®¢ // �¨¡. ¬ â. ¦ãà-
 «. { 1994. { ü3.

5. �«®à¥áª¨©, �.�. � â¨¯ å ¢®§à áâ ¨ï /
�.�. �«®à¥áª¨© // �®£®á«®¢áª¨© ¢¥áâ¨ª.
{ 1906. { ü7/8.

49


