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�®à­ë¥ ¯®à®¤ë ¨¬¥îâ ­¥®¤­®à®¤­ãî áâàãª-
âãàã ¨ ¬®£ãâ á®¤¥à¦ âì à §àë¢ë à §­®£® à®-
¤ . �¡à §®¢ ­¨¥ ¬ ªà®à §àë¢®¢ á¤¢¨£®¢®£® â¨-
¯  ®ª §ë¢ ¥â áãé¥áâ¢¥­­®¥ ¢«¨ï­¨¥ ­  ä®à¬¨-
à®¢ ­¨¥ ­ ¯àï¦¥­­®-¤¥ä®à¬¨à®¢ ­­®£® á®áâ®ï-
­¨ï ¢ ¬ áá¨¢ å £®à­ëå ¯®à®¤ [1{4].

� áá¬®âà¨¬ ¯à®âï¦¥­­ãî £®à¨§®­â «ì­ãî
£®à­ãî ¢ëà ¡®âªã £«ã¡®ª®£® § «®¦¥­¨ï á ¯®¯¥-
à¥ç­ë¬ á¥ç¥­¨¥¬  à®ç­®£® â¨¯ . �à¥¤¯®«®¦¨¬,
çâ® ¢ £®à­®¬ ¬ áá¨¢¥ ¯à¨áãâáâ¢ãîâ ¯à®âï¦¥­-
­ë¥ â¥ªâ®­¨ç¥áª¨¥ à §àë¢ë.

�«ï ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ­ ¯àï¦¥­­®-¤¥ä®à¬¨à®-
¢ ­­®£® á®áâ®ï­¨ï ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¢ëà ¡®âª¨ ¢
à ¬ª å ¯«®áª®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¢ë¡¥à¥¬ ­®à¬ «ì-
­®¥ ª ¯à®¤®«ì­®© ®á¨ ¢ëà ¡®âª¨ ¢¥àâ¨ª «ì­®¥
á¥ç¥­¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª  á ®â¢¥àáâ¨¥¬ á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ä®à¬ë. �¨­¨¨ à §àë¢®¢ ¯à¥¤-
áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ à §à¥§®¢.

�ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® «¨­¨¨ à §àë¢®¢ § ¤ ­ë ¨
ï¢«ïîâáï ç áâï¬¨ ®¡é¥© £à ­¨æë ®¡« áâ¨. �®§-
¬®¦­®áâì áª®«ì¦¥­¨ï ¡¥à¥£®¢ à §à¥§®¢ ¤àã£ ®â-
­®á¨â¥«ì­® ¤àã£  ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï ãá«®¢¨ï¬¨, § -
¤ ­­ë¬¨ ­  à §à¥§ å.

�®áâ ¢¨¬ § ¤ çã ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¢ ¨áá«¥¤ã¥¬®©
®¡« áâ¨ ¯®«¥© ¯¥à¥¬¥é¥­¨© ui (i = 1, 2) ¨ ­ -
¯àï¦¥­¨© σij (i, j = 1, 2), ª®â®àë¥ ¤®«¦­ë ã¤®-
¢«¥â¢®àïâì ãà ¢­¥­¨ï¬ à ¢­®¢¥á¨ï

σij,j = 0.

�­¥ à §à¥§®¢ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬ ã¯àã£®¥ ¯®¢¥¤¥-
­¨¥ áà¥¤ë

σij = E

1 + ν
(εij + ν

1− 2ν
δijεkk),

£¤¥ ν { ª®íää¨æ¨¥­â �ã áá®­ , E { ¬®¤ã«ì ã¯àã-
£®áâ¨, εij , (i, j = 1, 2) { ª®¬¯®­¥­âë â¥­§®à  ¤¥-
ä®à¬ æ¨©

εij = 1
2(ui,j + uj,i).

�® ¯®¢â®àïîé¥¬ãáï ¨­¤¥ªáã k ¯à®¢®¤¨âáï áã¬-
¬¨à®¢ ­¨¥ ®â 1 ¤® 2.

�á¥ ¢¥«¨ç¨­ë ¢ § ¤ ç¥ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ¡¥§-
à §¬¥à­ë¬¨. � ª ç¥áâ¢¥ å à ªâ¥à­®£® «¨­¥©-
­®£® à §¬¥à  ¢ë¡¥à¥¬ £®à¨§®­â «ì­ë© à §¬¥à

¯àï¬®ã£®«ì­¨ª , ¢ ª ç¥áâ¢¥ å à ªâ¥à­®£® ­ ¯àï-
¦¥­¨ï { 0.001E. �¥àâ¨ª «ì­ë© à §¬¥à ¯àï¬®-
ã£®«ì­¨ª , ®â­¥á¥­­ë© ª £®à¨§®­â «ì­®¬ã, à -
¢¥­ H.

�â¢¥àáâ¨¥, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¢ëà ¡®âª¥,
¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ ä¨£ãàë, á®áâ ¢«¥­­®© ¨§
¯àï¬®ã£®«ì­¨ª  ¨ ¯®«ãªàã£ . �®à¨§®­â «ì­ë©
¨ ¢¥àâ¨ª «ì­ë© à §¬¥àë ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª , ®â-
­¥á¥­­ë¥ ª å à ªâ¥à­®¬ã «¨­¥©­®¬ã à §¬¥àã,
à ¢­ë, á®®â¢¥âáâ¢¥­­® a ¨ b, ¡¥§à §¬¥à­ë© à -
¤¨ãá ¯®«ãªàã£  à ¢¥­ 0.5a.

� á¯®«®¦¨¬ à §àë¢ë (à §à¥§ë) ¢¤®«ì n ®â-
à¥§ª®¢ ¤«¨­ë li, ­ ª«®­¥­­ëå ¯®¤ ã£« ¬¨ βi ª
®á¨ x1, (i = 1, ..., n).

� áá¬®âà¨¬ £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï.
�  ¢­¥è­¥© ç áâ¨ £à ­¨æë ¨áá«¥¤ã¥¬®©

®¡« áâ¨ ¨ ­  £à ­¨æ¥ ®â¢¥àáâ¨ï § ¤ ¤¨¬ ­®à-
¬ «ì­ë¥ pn ¨«¨ un ¨ ª á â¥«ì­ë¥ pτ ¨«¨ uτ á®-
áâ ¢«ïîé¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ ­ ¯àï¦¥­¨© ¨ ¯¥à¥¬¥é¥-
­¨©, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®

pn = σijninj , pτ = σijniτj ,

un = uini, uτ = uiτi,

£¤¥ ni, τi, (i, j = 1, 2) { ­ ¯à ¢«ïîé¨¥ ª®á¨­ãáë
­®à¬ «¨ ¨ ª á â¥«ì­®© á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

�  áâ®à®­ å ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª , à á¯®«®¦¥­-
­ëå ¢¤®«ì ®á¥© ª®®à¤¨­ â x1, x2

x1 = 0 : u1 = αu, σ12 = 0,

x1 = 1 : u1 = −αu, σ12 = 0,

x2 = 0 : u2 = 0, σ12 = 0,

x2 = H : u2 = −u, σ12 = 0.

�¤¥áì u = const, α = const, (u > 0, α > 0).
� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ à ¬ª å § ¤ ­­ëå ãá«®¢¨©

¤«ï ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª  ¡¥§ ®â¢¥àáâ¨ï ¨ à §à¥§®¢
ã¯àã£¨¬ à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ ï¢«ï¥âáï ®¤­®à®¤­®¥
­ ¯àï¦¥­­®-¤¥ä®à¬¨à®¢ ­­®¥ á®áâ®ï­¨¥, ¯à¨
ª®â®à®¬

σ11
σ22

= 2α(1− ν) + ν

1− ν + 2αν
.

∗� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨© (¯à®¥ªâ ü 08-05-00543).

30



� â¥¬ â¨ç¥áª®¥ ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨¥ «®ª «¨§ æ¨¨ á¤¢¨£®¢ . . .

�â¢¥àáâ¨¥ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì á¢®¡®¤­ë¬ ®â ­ -
¯àï¦¥­¨©. �  ¥£® £à ­¨æ¥ pn = 0, pτ = 0.

�à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï, ®¯¨áë¢ îé¨¥ ¢§ ¨¬®-
¤¥©áâ¢¨¥ ¡¥à¥£®¢ à §à¥§®¢, ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥
äã­ªæ¨®­ «ì­ëå § ¢¨á¨¬®áâ¥© ¬¥¦¤ã ­ ¯àï¦¥-
­¨ï¬¨ ¨ ¯¥à¥¬¥é¥­¨ï¬¨. �ãé¥áâ¢¥­­® ®â¬¥-
â¨âì, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ á®áâ ¢«ïîé¨¥ ¢¥ª-
â®à®¢ ­ ¯àï¦¥­¨© ¨ ¯¥à¥¬¥é¥­¨©, ¢å®¤ïé¨¥ ¢
â ª¨¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¤® à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ ­¥¨§¢¥áâ-
­ë ¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¢ å®¤¥ ¥¥ à¥è¥­¨ï.

�  ¯«®é ¤ª¥ à §àë¢  ¯¥à¥¬¥é¥­¨© ¢¥ªâ®à
­ ¯àï¦¥­¨© ¤®«¦¥­ ¡ëâì ­¥¯à¥àë¢¥­

(pn)+ = (pn)−, (pτ )+ = (pτ )−. (1)

�­¤¥ªáë ý+þ ¨ ý−þ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ à §­ë¬ áâ®-
à®­ ¬ «¨­¨¨ à §àë¢ .

�®à¬ «ì­ ï ¨ ª á â¥«ì­ ï á®áâ ¢«ïîé¨¥
¢¥ªâ®à  ¯¥à¥¬¥é¥­¨© ¢¤®«ì à §à¥§®¢ ¬®£ãâ â¥à-
¯¥âì à §àë¢.

� §àë¢ë ¯¥à¥¬¥é¥­¨© ®âáãâáâ¢ãîâ, ¥á«¨

u+
τ = u−τ , (2)

¨

u+
n = u−n . (3)

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ­  «¨­¨ïå á¤¢¨£  § ¤ ­®
ãá«®¢¨¥ âà¥­¨ï �ã«®­ , á¢ï§ë¢ îé¥¥ ­®à¬ «ì-
­ãî pn ¨ ª á â¥«ì­ãî pτ á®áâ ¢«ïîé¨¥ ¢¥ªâ®à 
­ ¯àï¦¥­¨©

pτ = ±(ci − kipn), (4)

£¤¥ ¢ë¡®à §­ ª  § ¢¨á¨â ®â ­ ¯à ¢«¥­¨ï ­®à¬ -
«¨, ci { áæ¥¯«¥­¨¥, ki { ª®íää¨æ¨¥­â âà¥­¨ï,
(i = 1, ..., n).

�®à¬ «ì­ë© à §àë¢ ¯¥à¥¬¥é¥­¨© ¢ ¤ ­­®¬
á«ãç ¥ áâ ­®¢¨âáï ¢®§¬®¦¥­, ¥á«¨

u+
n − u−n = gi(u+

τ − u−τ ), (5)

£¤¥ gi { § ¤ ­­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¤¥ª àâ®¢ëå ª®®à¤¨-
­ â, â®ç¥ª ­  ¡¥à¥£ å à §à¥§®¢ (i = 1, ..., n). � -
ª®¥ ãá«®¢¨¥ ®âà ¦ ¥â á¢®©áâ¢® ¤¨« â ­á¨¨ ¬ â¥-
à¨ «  (¨§¬¥­¥­¨ï ®¡ê¥¬  ¯à¨ á¤¢¨£¥) «®ª «ì­®
¢¤®«ì «¨­¨© à §àë¢®¢.

�  ãç áâª å à §à¥§®¢, ¢¤®«ì ª®â®àëå ­¥ ¢®§-
­¨ª ¥â ­®à¬ «ì­ëå à §àë¢®¢ ¯¥à¥¬¥é¥­¨©, gi

â®¦¤¥áâ¢¥­­® à ¢­ë ­ã«î ¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ãá«®-
¢¨¥ (5) á®¢¯ ¤ ¥â á ãá«®¢¨¥¬ (3).

� ª¨¬ ®¡à §®¬ ­  ¤¢ãå ¡¥à¥£ å à §à¥§®¢, ª®-
â®àë¥ ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¤¢  ãç áâª  ®¡-
é¥© £à ­¨æë ¨áá«¥¤ã¥¬®© ®¡« áâ¨, ¢ë¯®«­ïîâ-
áï ç¥âëà¥ £à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨ï: ¤¢  ãá«®¢¨ï (1)
¨ ãá«®¢¨ï (4) ¨ (5).

�«£®à¨â¬ ç¨á«¥­­®£® à¥è¥­¨ï ¯®áâ ¢«¥­­®©
§ ¤ ç¨ áâà®¨âáï ­  ®á­®¢¥ ¬¥â®¤  ª®­¥ç­ëå í«¥-
¬¥­â®¢. �à¨ ¯¥à¢®­ ç «ì­®¬ à §¡¨¥­¨¨ ®¡« -
áâ¨ ­  âà¥ã£®«ì­ë¥ ª®­¥ç­ë¥ í«¥¬¥­âë ãç¨âë-
¢ îâáï ¤ ­­ë¥ ® à á¯®«®¦¥­¨¨ â¥ªâ®­¨ç¥áª¨å
à §àë¢®¢ ¢ ¨áá«¥¤ã¥¬®© § ¤ ç¥. �à¥¤¯®« £ ¥â-
áï, çâ® ç áâì «¨­¨©, á®¥¤¨­ïîé¨å ã§«ë á¥âª¨
ª®­¥ç­ëå í«¥¬¥­â®¢, ¯à®å®¤¨â ¯® «¨­¨ï¬ à §-
àë¢ .

�«ï â®£® çâ®¡ë áãé¥áâ¢®¢ «  ¢®§¬®¦­®áâì
¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå á¨áâ¥¬ à §àë¢®¢,
¢á¥ ã§«ë á¥âª¨ ª®­¥ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ § ¤ îâáï
¤¢®©­ë¬¨ { ¨¬¥îâ ¤¢  ­®¬¥à  ¢ £«®¡ «ì­®© ­ã-
¬¥à æ¨¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ª ¦¤®© à áç¥â­®©
â®çª¨ ®¡« áâ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¢®§¬®¦­®áâì ¢ ¯à®-
æ¥áá¥ ¤¥ä®à¬¨à®¢ ­¨ï à §¤¥«¨âìáï ­  ¤¢  ã§« ,
¯à¨à é¥­¨ï ¯¥à¥¬¥é¥­¨© ¢ ª®â®àëå ¬®£ãâ ¡ëâì
à §«¨ç­ë¬¨.

�ã¬¥à æ¨ï ã§«®¢ á¥âª¨ ª®­¥ç­ëå í«¥¬¥­â®¢
®¯â¨¬¨§¨àã¥âáï á æ¥«ìî ã¬¥­ìè¥­¨ï ®¡ê¥¬  ¨á-
¯®«ì§ã¥¬ëå ¢ ¯ ª¥â¥ ¯à®£à ¬¬ áâàãªâãà ¤ ­-
­ëå, ¯à¨ íâ®¬ ãç¨âë¢ ¥âáï à á¯®«®¦¥­¨¥ à §-
à¥§®¢.

�«ï ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¢®§­¨ª­®¢¥­¨ï ¨ à á¯à®-
áâà ­¥­¨ï «î¡®£® ç¨á«  ¯à®¨§¢®«ì­® ­ ¯à ¢-
«¥­­ëå à §à¥§®¢ ªà¨¢®«¨­¥©­®© ä®à¬ë á à §-
«¨ç­ë¬¨ â¨¯ ¬¨ ãá«®¢¨©, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¨¬¨
¢®§¬®¦­®áâì à §àë¢®¢ ¯¥à¥¬¥é¥­¨© ¢ ¯¥à¢®­ -
ç «ì­® ­¥¯à¥àë¢­®© ®¡« áâ¨, à §à ¡®â ­ë  «-
£®à¨â¬ ç¨á«¥­­®£® áç¥â  ¨ ¯ ª¥â ¯à®£à ¬¬,
à¥ «¨§ãîé¨¥ ¬¥â®¤ ª®­¥ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ ­ 
¯à®¡«¥¬­®-®à¨¥­â¨à®¢ ­­ëå á¥âª å á ¤¢®©­ë¬¨
ã§« ¬¨ [5{7].

�  à¨áã­ª å 1{6 ¯à¨¢¥¤¥­ë ¨§®«¨­¨¨ ¯®«¥©
£« ¢­ëå ­ ¯àï¦¥­¨©

σ1 = σ11 + σ22
2 + 1

2
√

(σ11 − σ22)2 + 4(σ12)2,

σ3 = σ11 + σ22
2 − 1

2
√

(σ11 − σ22)2 + 4(σ12)2,

¯®«ãç¥­­ëå ¢ ãá«®¢¨ïå à §«¨ç­®£® à á¯®«®¦¥-
­¨ï «¨­¨© à §àë¢®¢ ¢ ¨áá«¥¤ã¥¬®© ®¡« áâ¨.

�à¨ à áç¥â å ¯à¨­¨¬ «¨áì á«¥¤ãîé¨¥ §­ -
ç¥­¨ï ¯ à ¬¥âà®¢: ν = 0, 3, H = 1, a = 0.14,
b = 0.096, u = 0.0003, α = 167, gi = 0, ci = 0,
ki = 0.5.

�¨á«¥­­®¥ ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨¥ ­  ®á­®¢¥ à §à ¡®-
â ­­ëå  «£®à¨â¬®¢ ¨ ª®¬¯«¥ªá  ¯à®£à ¬¬ ¯®-
§¢®«ï¥â  ­ «¨§¨à®¢ âì ¢«¨ï­¨¥ à á¯®«®¦¥­¨ï,
¯à®âï¦¥­­®áâ¨ ¨ ª®«¨ç¥áâ¢  «¨­¨© â¥ªâ®­¨ç¥-
áª¨å à §àë¢®¢ ­  ä®à¬¨à®¢ ­¨¥ ­ ¯àï¦¥­­®-
¤¥ä®à¬¨à®¢ ­­®£® á®áâ®ï­¨ï ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¢ë-
à ¡®â®ª ¢ ¬ áá¨¢ å £®à­ëå ¯®à®¤.
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�¨á. 1. �§®«¨­¨¨ σ1 (n = 0)

�¨á. 3. �§®«¨­¨¨ σ1 (n = 3, βi = ±60◦)

�¨á. 5. �§®«¨­¨¨ σ1 (n = 2, βi = ±60◦)

�¨á. 2. �§®«¨­¨¨ σ3 (n = 0)

�¨á. 4. �§®«¨­¨¨ σ3 (n = 3, βi = ±60◦)

�¨á. 6. �§®«¨­¨¨ σ3 (n = 2, βi = ±60◦)
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