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Ïóñòü M � êëàññ ãðóïï. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
L(M) êëàññ âñåõ ãðóïï G, â êîòîðûõ íîðìàëüí-
îå çàìûêàíèå (x)G ëþáîãî ýëåìåíòà x èç G ïðè-
íàäëåæèò M. Êëàññ L(M) ãðóïï íàçûâàåòñÿ
êëàññîì Ëåâè, ïîðîæäåíííûì M. Êëàññû Ëåâè
áûëè ââåäåíû â [1] ïîä âëèÿíèåì ðàáîòû [2],
â êîòîðîé äàíà êëàññèôèêàöèÿ ãðóïï ñ àáåëå-
âûìè íîðìàëüíûìè çàìûêàíèÿìè âèäà (x)G.
Èçâåñòíî [3], ÷òî åñëè M � ìíîãîîáðàçèå ãðóïï,
òî L(M) òàêæå ìíîãîîáðàçèå ãðóïï. Â [4] äî-
êàçàíî, ÷òî åñëè M � êâàçèìíîãîîáðàçèå ãðóïï,
òî L(M) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êâàçèìíîãîîáðàçèåì
ãðóïï. Êëàññû Ëåâè L(M) äëÿ êâàçèìíîãîîáðà-
çèé M, ïîðîæäàåìûõ íèëüïîòåíòíûìè ãðóï-
ïàìè, èññëåäîâàëèñü â [5].

Ïóñòü Nc � ìíîãîîáðàçèå íèëüïîòåíòíûõ
ãðóïï ñòóïåíè ≤ c, Nc,∞ � êâàçèìíîãîîáðà-
çèå íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ñòó-
ïåíè ≤ c, Nc,p � ìíîãîîáðàçèå íèëüïîòåíòíûõ
ãðóïï ñòóïåíè ≤ c è ýêñïîíåíòû p, Rp (p �
ïðîñòîå ÷èñëî) � ìíîãîîáðàçèå íèëüïîòåíòíûõ
ãðóïï ñòóïåíè ≤ 2 è ýêñïîíåíòû p, qK � êâà-
çèìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå êëàññîì ãðóïï K
(åñëè K = {G}, òî âìåñòî q{G} áóäåì ïèñàòü
qG). Èçâåñòíî [2], ÷òî êëàññ L(N1) ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîîáðàçèåì 2-ýíãåëåâûõ ãðóïï. Â [6] äî-
êàçàíî, ÷òî L(N2) ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì
3-ýíãåëåâûõ ãðóïï. Ñîãëàñíî [6], ñóùåñòâóåò
3-ýíãåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, ñòóïåíü íèëü-
ïîòåíòíîñòè êîòîðîé ðàâíà 4. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî L(N2,∞) íå ñîäåðæèòñÿ â êëàññå N3,∞.

Â [4] íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êî-
òîðûõ êâàçèìíîãîîáðàçèå L(M) íèëüïîòåíòíî.
À èìåííî, äîêàçàíî, ÷òî åñëè K � ïðîèçâîëüíîå
ìíîæåñòâî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï ñòóïåíè 2 áåç
ýëåìåíòîâ ïîðÿäêîâ 2 è 5 è öåíòðàëèçàòîð ëþáî-
ãî íååäèíè÷íîãî ýëåìåíòà, íå ïðèíàäëåæàùåãî
öåíòðó êàæäîé ãðóïïû èç K, � àáåëåâà ïîä-
ãðóïïà, òî L(qK) ⊆ N3. Â äîêàçàòåëüñòâå ýòî-
ãî ðåçóëüòàòà îòñóòñòâèå ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 5
íóæíî òîëüêî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òîãî, ÷òî âñÿêàÿ
3-ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà èç L(qK) íèëüïîòåíòíà
êëàññà ≤ 4. Ïîýòîìó â [7] äàííûé ðåçóëüòàò
áûë óñèëåí è äîêàçàíà àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï
ñòóïåíè 2 áåç ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ñòàòüè
ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü N � îäíî èç ñëåäóþùèõ
êâàçèìíîãîîáðàçèé: N2,∞, Rp (p � ïðîñòîå, p 6=
2) è ïóñòü K � ïðîèçâîëüíûé êëàññ ãðóïï èç N ,
ñîäåðæàùèé íåàáåëåâó ãðóïïó. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî âî âñÿêîé ãðóïïå èç K öåíòðàëèçàòîð
ëþáîãî ýëåìåíòà, íå ïðèíàäëåæàùåãî öåíòðó
ýòîé ãðóïïû, ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ïîäãðóïïîé.
Òîãäà

1) åñëè N = N2,∞, òî L(qK) = N3,∞ è
2) åñëè N = Rp (p � ïðîñòîå ÷èñëî, p 6= 2),

òî L(qK) = N3,p.
Çàìå÷àíèå. Ïóñòü G ∈ N3,3. Èçâåñòíî [8,

c. 290], ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà ýêñïîíåíòû 3 ÿâëÿåòñÿ
2-ýíãåëåâîé. Èç [2] ñëåäóåò, ÷òî íîðìàëüíîå
çàìûêàíèå ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ãðóïïû x èç
G áóäåò àáåëåâûì. Çíà÷èò, (x)G ∈ K, ãäå K �
ïðîèçâîëüíûé íåòðèâèàëüíûé êëàññ ãðóïï èç
R3. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî N3,3 = L(K) è, â ÷àñò-
íîñòè, òåîðåìà 1 âåðíà äëÿ ñëó÷àÿ p = 3.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëå-
íèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Êàê îáû÷íî,
[x, y] = x−1y−1xy, [x, y, z] = [[x, y], z], γ1G = G,
γi+1G = [γiG,G],i ≥ 1, ãð(a1, a2, . . .) � ãðóï-
ïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè a1, a2, . . ., (a) �
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì
a, (x)G = ãð(g−1xg | g ∈ G) � íîðìàëüíîå
çàìûêàíèå ýëåìåíòà x â ãðóïïå G, Fn(M) �
ñâîáîäíàÿ ãðóïïà â êâàçèìíîãîîáðàçèè M
ðàíãà n, ker ϕ � ÿäðî ãîìîìîðôèçìà ϕ, Z(G) �
öåíòð ãðóïïû G, G′ � êîììóòàíò ãðóïïû G,
A×B(a = b) � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï A, B
ñ îáúåäèíåííûìè öåíòðàëüíûìè ïîäãðóïïàìè
(a), (b), ò. å. A×B(a = b) = A×B/(ab−1).

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëå-
äóþùèå êîììóòàòîðíûå òîæäåñòâà, èñòèííûå âî
âñÿêîé ãðóïïå [9]:

(∀x)(∀y)(∀z)([xy, z] = [x, z][x, z, y][y, z]),

(∀x)(∀y)(∀z)([x, yz] = [x, z][x, y][x, y, z]),

(∀x)(∀y)([x−1, y] = [y, x][y, x, x−1]).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðèçíàê ïðèíàäëåæ-
íîñòè êîíå÷íî îïðåäåëåííîé ãðóïïû G êâàçè-
ìíîãîîáðàçèþ qK, ÿâëÿþùèéñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì òåîðåìû 3 [10]:

êîíå÷íî-îïðåäåëåííàÿ ãðóïïà G ïðèíàä-
ëåæèò êâàçèìíîãîîáðàçèþ qK òîãäà è òîëüêî

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÀÂÖÏ "Ðàçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû"(Ìåðîïðèÿòèå 1).
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òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G, g 6= 1
ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ϕg ãðóïïû G â
íåêîòîðóþ ãðóïïó èç êëàññà K òàêîé, ÷òî
ϕg(g) 6= 1.

Òàêæå íàì áóäåò íåîáõîäèìà
Òåîðåìà (Äèê) [11]. Ïóñòü ãðóïïà G èìå-

åò â äàííîì êâàçèìíîãîîáðàçèè N ïðåäñòàâëå-
íèå
ãð({xi | i ∈ I} ‖ {rj(xj1 , . . . , xjl(j)) = 1 | j ∈ J}).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H ∈ N è ãðóïïà H
ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ {gi | i ∈ I}
òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî j ∈ J ðàâåíñòâî
rj(gj1 , . . . , gjl(j)) = 1 èñòèííî â H. Òîãäà
îòîáðàæåíèå xi → gi(i ∈ I) ïðîäîëæàåòñÿ äî
ãîìîìîðôèçìà G â H.

Ïðè íàïèñàíèè òîæäåñòâ êâàíòîðû âñåîáù-
íîñòè èíîãäà áóäóò îïóñêàòüñÿ. Ñ îñíîâíûìè ïî-
íÿòèÿìè òåîðèè ãðóïï ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â
[9, 12], à òåîðèè êâàçèìíîãîîáðàçèé � â [11, 13,
14].

Ëåììà 1. Ïóñòü G � 2-ñòóïåííî íèëüïî-
òåíòíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, ïîðîæäåí-
íàÿ ýëåìåíòàìè x, x1, ..., xn, è ãð(x1, ..., xn),
ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ïîäãðóïïîé ðàíãà
n. Òîãäà G ∈ qF2(N2).

Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1
ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé íèëüïîòåíòíîé
ñòóïåíè 2, ïîýòîìó G ∈ qF2(N2). Çàôèêñèðóåì
ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ïîðîæäàþùèõ
x, x1, ..., xn â ìíîãîîáðàçèè N2.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ýòî ïðåäñòàâ-
ëåíèå èìååò âèä:

G = ãð(x, x1, ..., xn ‖ [xi, xj ] = 1, i, j = 1, ..., n).
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò g ∈ G, g 6= 1.
Ïî ïðèçíàêó ïðèíàäëåæíîñòè äîñòàòî÷íî
ïîñòðîèòü ãîìîìîðôèçì ϕ ãðóïïû G â íå-
êîòîðóþ ãðóïïó F ∈ qF2(N2), ïðè êîòîðîì
ϕ(g) 6= 1. Åñëè g /∈ G′, òî â êà÷åñòâå èñêîìîãî
îòîáðàæåíèÿ áåðåì åñòåñòâåííûé ãîìîìîð-
ôèçì ϕ:G → G/G′. Äàëåå, ïóñòü g ∈ G′. Òîãäà
g = [x, x1]s1 ...[x, xn]sn , ãäå íå âñå si ðàâíû
íóëþ. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, si0 6= 0.
Ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ 2-ñòóïåííî íèëüïîòå-
íòíóþ ãðóïïó F2(N2), ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè
a è b. Ïî òåîðåìå Äèêà îòîáðàæåíèå x → a,
xi0 → b, xj → 1, j = 1, ..., n, j 6= i0, ïðîäîëæàåìî
äî ãîìîìîðôèçìà ϕ:G → F2(N2). Ïðè ýòîì
ϕ(g) = [a, b]si0 6= 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî,
÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå G ∈ qF2(N2).

Ñ÷èòàåì, ÷òî èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé
ãðóïïû G ñëåäóåò ðàâåíñòâî âèäà

xtxt1
1 ...xtn

n

n∏

i=1
[x, xi]fi = 1.

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå ÷åòûðå
ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. t 6= 0. Òîãäà G � àáåëåâà ãðóïïà,
÷òî íå òàê.

Ñëó÷àé 2. Èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-
íèé ãðóïïû G ñëåäóåò ðàâåíñòâî âèäà
x

kj

j =
n∏

i=1
[x, xi]si , ïðè÷åì kj 6= 0. Åñëè òàêèõ

ñîîòíîøåíèé íåñêîëüêî, òîãäà âûáèðàåì òî,
ãäå kj � íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà z ∈ G èìååì:
[z, x

kj

j ] = [z, xj ]kj = 1. Îòêóäà [z, xj ] = 1. Çíà÷èò,

G = ãð(x, x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn)×

×(xj)(xkj

j =
∏

1≤i≤n
i 6=j

[x, xi]si).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ãð(x, x1, ..., xj−1,
xj+1, ..., xn) ∈ qF2(N2). Ëåììà 7 [15] (ñì. òàêæå:
[13, òåîðåìà 4.2.25]) íåïîñðåäñòâåííî äàåò, ÷òî
G ∈ qF2(N2).

Ñëó÷àé 3. Ðàâåíñòâî âèäà
n∏

i=1
[x, xi]si = 1, ãäå

íå âñå si ðàâíû íóëþ, âåðíî â G. Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî s1 6= 0, ..., sl 6= 0, sl+1 = 0, ..., sn = 0,
1 < l ≤ n è ÍÎÄ(s1, ..., sl) = 1.

Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíò h1 = xs1
1 xs2

2 ...xsl

l ïðè-
íàäëåæèò öåíòðó ãðóïïû G. Ðàññìîòðèì öèê-
ëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó, ïîðîæäåííóþ h1, è ïî-
êàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñåðâàíòíîé â ãðóï-
ïå H = ãð(x1, ..., xl). Ïóñòü óðàâíåíèå ym = hr

1,
r 6= 0 èìååò ðåøåíèå â ãðóïïå H. Ïîêàæåì
ðàçðåøèìîñòü äàííîãî óðàâíåíèÿ â ïîäãðóïïå
(h1). Ýòî âåðíî ïðè m = 1. Ñ÷èòàåì, ÷òî m ≥ 2.
Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÍÎÄ(m, r) = 1.

Ïóñòü (xq1
1 ...xql

l )m = (xs1
1 ...xsl

l )r äëÿ íå-
êîòîðûõ öåëûõ q1, ..., ql. Òîãäà qim − sir =
0, i = 1, ..., l. Âèäèì, ÷òî si = wim äëÿ
ïîäõîäÿùèõ ÷èñåë wi ∈ Z, i = 1, ..., l. Ïîñêîëüêó
ÍÎÄ(s1, ..., sl) = 1, òî m = ±1, ÷òî íå òàê. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïîäãðóïïà (h1) ñåðâàíòíàÿ è, êàê
õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð: [12, ñ. 150; 9,
ãë. 3, � 3, òåîðåìà 2]), âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñî-
ìíîæèòåëåì â ãðóïïå H.

Äîïîëíèì h1 ýëåìåíòàìè, êîòîðûå
îáîçíà÷èì ÷åðåç h2, ..., hn, äî ìíîæåñòâà ñâî-
áîäíûõ ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû ãð(x1, ..., xn).
Åñëè h ∈ (h1) ∩ ãð(x, h2, ..., hn) = 1, òî
G = ãð(x, h2, ..., hn)× (h1) è ïî èíäóêöèè
G ∈ qF2(N2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
íååäèíè÷íûé ýëåìåíò h ∈ (h1) ∩ ãð(x, h2, ..., hn).
Òîãäà íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà p, pi,mj ,
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i, j = 2, ..., n, íå âñå ðàâíûå íóëþ, òà-
êèå, ÷òî h = hp1

1 = xphp2
2 ...hpn

n [x, hm2
2 ...hmn

n ].
Ñ÷èòàåì, ÷òî p1 � íàèìåíüøåå ñ ýòèì ñâîé-
ñòâîì. Ãðóïïà G íåàáåëåâà è [x, h1] = 1,
ïîýòîìó ñóùåñòâóåò i òàêîå, ÷òî [hi, x] 6= 1,
i ∈ {2, ..., n}. Âèäèì, ÷òî 1 = [hi, h

p1
1 ] = [hi, x]p.

Ïîñêîëüêó ãðóïïà G áåç êðó÷åíèÿ, òî p = 0 è
hp1

1 = hp2
2 ...hpn

n [x, hm2
2 ...hmn

n ]. Çíà÷èò,

G = ãð(x, h2, ..., hn)×

×(h1)(hp1
1 = hp2

2 ...hpn
n [x, hm2

2 ...hmn
n ]).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
ãð(x, h2, ..., hn) ∈ qF2(N2). Ëåììà 7 [15] (ñì.
òàêæå: [13, òåîðåìà 4.2.25]) íåïîñðåäñòâåííî
äàåò, ÷òî G ∈ qF2(N2).

Ñëó÷àé 4. Èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîò-
íîøåíèé ãðóïïû G ñëåäóåò ðàâåíñòâî âèäà
xk1

1 ...xkn
n =

n∏
i=1

[x, xi]si , ãäå ÷èñëî ïîêàçàòåëåé kj ,
íå ðàâíûõ 0, ñòðîãî áîëüøå 1.

Ïóñòü ÍÎÄ(k1, ..., kn) = d, ui = ki

d , i = 1, ..., n
è h1 = xu1

1 ...xun
n . Çàìåòèì, ÷òî [x, h1] = 1 è

ïîýòîìó h1 ∈ Z(G). Ðàññìîòðèì öèêëè÷åñêóþ
ïîäãðóïïó, ïîðîæäåííóþ h1, è ïîêàæåì, ÷òî îíà
ÿâëÿåòñÿ ñåðâàíòíîé â ãðóïïå H = ãð(x1, ..., xn).
Ïóñòü óðàâíåíèå ym = hr

1, r 6= 0, èìååò ðåøå-
íèå â ãðóïïå H. Ïîêàæåì ðàçðåøèìîñòü äàí-
íîãî óðàâíåíèÿ â ïîäãðóïïå (h1). Ýòî âåðíî
ïðè m = 1. Ñ÷èòàåì, ÷òî m ≥ 2. Ìîæíî ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî ÍÎÄ(m, r) = 1.

Ïóñòü (xq1
1 ...xqn

n )m = (xu1
1 ...xun

n )r äëÿ íå-
êîòîðûõ öåëûõ q1, ..., qn. Òîãäà qim − uir =
0, i = 1, ..., n. Âèäèì, ÷òî ui = wim äëÿ
ïîäõîäÿùèõ ÷èñåë wi ∈ Z, i = 1, ..., n. Ïî-
ñêîëüêó ÍÎÄ(u1, ..., un) = 1, òî m = ±1, ÷òî íå
òàê. Çíà÷èò, ïîäãðóïïà (h1) ñåðâàíòíàÿ è, êàê
õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð: [12, ñ. 150; 9,
ãë. 3, � 3, òåîðåìà 2]), âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñî-
ìíîæèòåëåì â ãðóïïå H.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h1, ..., hn íîâûå ïîðîæ-
äàþùèå ãð(x1, ..., xn). Òîãäà èñõîäíîå ðàâåíñòâî
ïðåîáðàçóåòñÿ â ðàâåíñòâî âèäà hd

1 =
n∏

i=1
[x, hi]si

è, ïî ñëó÷àþ 2, G ∈ qF2(N2).
Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 2. Ïóñòü G � 2-ñòóïåííî íèëüïî-

òåíòíàÿ ãðóïïà ýêñïîíåíòû p (p � ïðîñòîå
÷èñëî, p 6= 2), ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè
x, x1, ..., xn, è ãð(x1, ..., xn) èçîìîðôíà ïðÿìîìó
ïðîèçâåäåíèþ n öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïîðÿäêà p.
Òîãäà G ∈ qF2(Rp).

Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1
ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé â Rp, ïîýòîìó
G ∈ qF2(Rp). Çàôèêñèðóåì ïðåäñòàâëåíèå ãðóï-

ïû G â ïîðîæäàþùèõ x, x1, ..., xn â ìíîãî-
îáðàçèè Rp. Åñëè ýòî ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä:

G = ãð(x, x1, ..., xn ‖ [xi, xj ] = 1, i, j = 1, ..., n),

òî, ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 1,
ïîêàçûâàåì, ÷òî G ∈ qF2(Rp). Ñ÷èòàåì, ÷òî èç
îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ãðóïïû G ñëåäóåò
ðàâåíñòâî âèäà xtxt1

1 ...xtn
n

n∏
i=1

[x, xi]fi = 1, ãäå
0 ≤ t, tj , fi < p, i, j = 1, ..., n.

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå ÷åòûðå
ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. t 6= 0. Òîãäà G � àáåëåâà ãðóïïà,
÷òî íå òàê.

Ñëó÷àé 2. Èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-
íèé ãðóïïû G ñëåäóåò ðàâåíñòâî âèäà
x

kj

j =
n∏

i=1
[x, xi]si , kj íå äåëèòñÿ íà p. Òîãäà

G = ãð(x, x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn) è, ïî èíäóê-
öèè, G ∈ qF2(Rp).

Ñëó÷àé 3. Ðàâåíñòâî âèäà
n∏

i=1
[x, xi]si = 1,

ãäå íå âñå si ñðàâíèìû ñ 0 ïî ìîäóëþ
p, âåðíî â G. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
s1 6≡ 0(modp),...,sl 6≡ 0(modp), sl+1 ≡ 0(modp),...,
sn ≡ 0(modp), 1 < l ≤ n è ÍÎÄ(s1, ..., sl) = 1.

Ðàññìîòðèì öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó,
ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòîì h1 = xs1

1 xs2
2 ...xsl

l .
Çàìåòèì, ÷òî [x, h1] = 1 è h1 ∈ Z(G). Òàê
êàê (h1) � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà p, îíà âû-
äåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñîìíîæèòåëåì â ãðóïïå
H = ãð(x1, ..., xn). Äîïîëíèì h1 ýëåìåíòàìè,
êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç h2, ..., hn, äî ìíî-
æåñòâà ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû
H. Åñëè ãð(x, h2, ..., hn) ∩ (h1) = (1), òî
G = (h1) × ãð(x, h2, ...hn) è, ïî èíäóêöèè,
G ∈ qF2(Rp). Èíà÷å G = ãð(x, h2, ..., hn), è
âèäèì, ÷òî G ∈ qF2(N2).

Ñëó÷àé 4. Èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîò-
íîøåíèé ãðóïïû G ñëåäóåò ðàâåíñòâî âèäà
xk1

1 ...xkn
n =

n∏
i=1

[x, xi]si , ãäå ÷èñëî ïîêàçàòåëåé kj ,
íå äåëÿùèõñÿ íà p, ñòðîãî áîëüøå 1.

Ðàññìîòðèì öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó,
ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòîì h1 = xk1

1 xk2
2 ...xkn

n .
Òàê êàê (h1) � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà p, îíà
âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñîìíîæèòåëåì â ãðóïïå
H = ãð(x1, ..., xn). Äîïîëíèì h1 ýëåìåíòàìè,
êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç h2, ..., hn, äî ìíî-
æåñòâà ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû H.
Òîãäà èñõîäíîå ðàâåíñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ â
ðàâåíñòâî âèäà h1 =

n∏
i=1

[x, hi]si è, ïî ñëó÷àþ 2,
G ∈ qF2(N2).

Ëåììà äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïóñòü
M = N3,∞ â ñëó÷àå, êîãäà N = N2,∞; è
M = N3,p â ñëó÷àå, êîãäà N = Rp (p � ïðîñòîå,
p 6= 2). Ïîêàæåì, ÷òî M⊆ L(qF2(N )). Õîðîøî
èçâåñòíî [13, òåîðåìà 2.1.20], ÷òî âñÿêîå êâà-
çèìíîãîîáðàçèå ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì
ñâîèõ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ ãðóïï. Ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íî-
ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà G èç M ïðèíàäëåæèò
êëàññó Ëåâè, ïîðîæäåííîìó êâàçèìíîãîîáðà-
çèåì qF2(N ).

Ðàññìîòðèì íîðìàëüíîå çàìûêà-
íèå ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x èç G:
(x)G = ãð(x, [x, g] | g ∈ G). Åñëè G � íèëü-
ïîòåíòíàÿ ãðóïïà ñòóïåíè ≤ 2, òî âèäèì,
÷òî (x)G � àáåëåâà è ïîýòîìó (ñì.: [2])
G ∈ L(qF2(N )). Ñ÷èòàåì, ÷òî G � íèëüïî-

òåíòíàÿ ãðóïïà ñòóïåíè 3. Ãðóïïà G íèëüïîòå-
íòíàÿ è êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ, ïîýòîìó ëþáàÿ
åå ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííîé.
Âûáåðåì ïîðîæäàþùèå x, x1, ..., xn ãðóïïû (x)G

òàê, ÷òîáû ãð(x1, ..., xn) áûëà îòíîñèòåëüíî
ñâîáîäíîé àáåëåâîé ðàíãà n.

Ïî ëåììàì 1 è 2 (x)G ∈ qF2(N ). Çíà÷èò,
ãðóïïà G ∈ L(qF2(N )). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
M⊆ L(qF2(N )). Êàê óæå îòìå÷àëè (ñì.:
[7, òåîðåìà 1]), L(qF2(N )) ⊆M. Ñëåäîâàòåëüíî,
L(qF2(N )) = M. Íî L(qF2(N )) ⊆ L(qK) ⊆M,
çíà÷èò, L(qK) = M. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü
ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó
À.È. Áóäêèíó çà ïîëåçíûå ñîâåòû è ïîñòîÿííîå
âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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