
100

ÔÈÇÈÊÀ

Наличие поверхностного натяжения на сво-
бодной поверхности жидкости может в некото-
рых случаях существенно сказываться на режиме
движения жидкости. Это влияние существенно,
когда поверхность раздела обладает конечной кри-
визной и когда пограничное натяжение является
переменным от точки к точке на поверхности
жидкости [1]. В задачах капиллярной гидроди-
намики важно правильно оценить скорость за-
полнения капилляров, в том числе время дви-
жения жидкости до остановки и скорость старта
жидкости в начале заполнения. Подобные про-
блемы встречаются в различных прикладных
задачах химической технологии. Так, в работе [2]
численным методом решалась задача заполне-
ния цилиндрического капилляра проводящей
жидкостью, в результате чего было установле-
но время заполнения капилляра и стартовая ско-
рость заполнения капилляра в поперечном маг-
нитном поле. Численно можно решить полученное
нелинейное уравнение, которым описывается ка-
пиллярное затекание жидкости, используя совре-
менные вычислительные методы на базе компью-
терных технологий. Однако сложно анализировать
зависимость полученного решения от парамет-
ров задачи. Поэтому в предлагаемой работе сде-
лана попытка получения не только численного
решения уравнения затекания жидкости в ка-
пилляр, но и поиск аналитического аналога, ко-
торый позволит предсказать динамику капил-
лярного движения при изменении физических
условий задачи.

Рассмотрим ток жидкости по цилиндриче-
скому капилляру и запишем уравнение дви-
жения:
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где у – коэффициент поверхностного натяжения;
R – радиус капилляра; z – длина растекания
жидкости в капилляре; z

d
 – длина погруженного

в жидкость участка; н – вязкость жидкости; g –
ускорение свободного падения; и – параметр,
определяемый из усреднения градиента скорос-
ти по сечению капилляра.

Можно показать, что для установившегося
пуазейлевского течения это усреднение приво-
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средняя расходная скорость.
Для данного течения профиль скорости, по

крайней мере на границе раздела мениска жид-
кости со стенкой капилляра, не совпадает с пуа-
зейлевским, так как мениск жидкости движется
с ненулевой скоростью.

Эксперимент проводился на установке, схе-
матично изображенной на рисунке 1.

Рис. 1. Схема установки для исследования
динамики поднятия жидкости в капилляре

Обезразмерим уравнение (2) на характерный
размер, равный высоте максимального поднятия
жидкости в поле тяжести:
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В безразмерных переменных уравнение (2)
перепишется следующим образом:
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где оставлено прежнее обозначение для безраз-
мерного времени t, а u = z2. Для численного реше-
ния уравнения (5) начальные условия в безраз-
мерном виде запишутся с учетом глубины
погружения z

d
 так:
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Для численного решения дифференциально-
го уравнения (5) использовался метод Булирша-
Штёра, а затем производился переход от пере-

менной u к uz = . Результаты численного
решения уравнения (2) представлены на рисун-
ке 2, где приведена зависимость длины растека-
ния z от времени в стеклянных капиллярах раз-
личного диаметра.

Для получения аналитической зависимости
изменим исходное выражение таким образом,
чтобы полученное аналитическое решение было
близко к численному решению и соответствова-

ло экспериментальным данным. Запишем нели-
нейное уравнение (5) в виде
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Таким образом, вместо βsinu  в одном из

слагаемых уравнения (5) появляется его квадрат,

равный β2sinw . Кроме того, чтобы сохранить

одинаковые точки старта и остановки движения
жидкости, получаемые из уравнений (5) и (7),
уровень начала отсчета w выбираем совпадаю-
щим с уровнем жидкости, в отличие от уравне-
ния (5), в котором отсчет начинается от края ка-
пилляра, погруженного в жидкость. Поэтому

)sin(βw  в уравнении (7) имеет тот же смысл,

что и h на рисунке 1. Аналитическое решение
выражения (7) известно и описывает апериоди-
ческие колебания:
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а постоянные с
1
 и с

2
 определяются из начальных

условий:

Рис. 2. Зависимость длины растекания жидкости в цилиндрических капиллярах от времени:
а) численное решение для капилляров диаметрами: 1 – 0,31 мм, 2 – 0,34 мм (sin β = 0,5);
б) численное решение для капилляров диаметрами: 1 – 0,59 мм, 2 – 0,94 мм (sin β = 0,25)

→
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Рис. 3. Зависимость длины растекания жидкости в цилиндрических капиллярах
от времени: а) диаметр капилляра d = 0,31 мм; б) диаметр капилляра d = 0,34 мм;

в) диаметр капилляра d = 0,59 мм; г) диаметр капилляра d = 0,94 мм
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где l
0
 – начальная длина растекания, отсчитыва-

емая от уровня жидкости; V
0 

– начальная ско-
рость, в качестве которой выберем 0,02 м/с –
полученное экспериментально максимальное
значение скорости в капиллярах.

Как показал численный счет, решение прак-
тически не зависит от этого параметра в преде-
лах его изменения от 0 до 0,02 м/с. Чтобы сде-
лать возможным сравнение полученной кривой
и аналитического решения (8) уравнения (7), не-
обходимо также выделить корень, а затем доба-
вить смещение на глубину погружения z

d
. Две

эти кривые приводят к одинаковой точке оста-
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новки натекания, но динамика её достижения
различается. Чтобы добиться их согласия, тре-
буется в приближенном уравнении (8) увеличить
вклад последнего слагаемого за счет подбора θ .
В дальнейшем это найденное экспериментально
значение коэффициента при усреднении гради-

ента скорости будем обозначать 'θ .
Провели эксперименты по динамике запол-

нения стеклянных капилляров диаметрами 0,31;
0,34; 0,59 и 0,94 мм. В качестве исследуемой жид-
кости брали 96%-й спирт. В ходе эксперимента
стеклянные капилляры, погруженные в широ-
кий сосуд со спиртом, устанавливали под таки-
ми углами, чтобы sin в принимал значения 0,25;
0,5. Меньший угол выбирался для капилляров
большего диаметра с целью достижения боль-
шего значения длины растекания. Для фиксации
процесса эксперимента производилась цифро-
вая видеосъемка с разрешением 1024х768 пик-
селей и частотой 15 кадров в секунду. Затем про-
исходила обработка видеосъемки на компьюте-
ре, и экспериментальные значения сравнивались
с полученными выше численными и аналитичес-
кими зависимостями. Результаты эксперимен-
тов приведены в таблице и показаны на графи-
ках рисунка 3.

Далее для каждого капилляра производилось
сравнение экспериментальной зависимости
с двумя теоретическими, которые обсуждались
выше. Оценка показывает, что для используе-
мых нами капилляров удается добиться хоро-
шего согласия теории и эксперимента при
θ � ≈ 6–8 и θ ′≈ 11–15, и при учете длин их погру-
жения z

d
.

Основные результаты и выводы. Из сравне-
ния точного решения и экспериментальных дан-
ных следует, что значение максимальной скоро-
сти превышает расходную скорость более чем
в 6 раз. Единственной силой, поднимающей жид-
кость вверх по капилляру против силы тяжес-
ти, является сила адгезии между жидкостью
и стенкой капилляра, и эта сила распределена
вблизи поверхности. Таким образом, можно
предположить, что скорость жидкости вблизи
стенки цилиндрического капилляра имеет мак-
симальное значение, существенно превышаю-
щее и среднее значение скорости, и скорость
в центре капилляра. А так как на самой стенке
капилляра скорость равна нулю, то в данной за-
даче вместо трения скольжения жидкости, по
всей видимости, осуществляется трение каче-
ния жидкого валика вдоль внутренней поверх-
ности капилляра.

Экспериментальные данные динамики поднятия 96%-го спирта по цилиндрическим капиллярам
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Любопытно отметить, что в экспериментах
с вертикальным капиллярным движением воды
наблюдалось не равномерное движение мениска,
а, скорее, скачкообразное. Это можно трактовать
как некоторый колебательный процесс с затуха-
нием. Видимо, это явление имеет место и для дру-
гих жидкостей, просто при экспериментах с водой,
имеющей самое высокое значение коэффициента
поверхностного натяжения, оно более выражено.

Еще один немаловажный результат заклю-
чается в том, что удалось построить приближен-
ное аналитическое решение нелинейного урав-
нения процесса заполнения жидкостью
цилиндрического капилляра и получить удов-
летворительное согласие численного и прибли-
женного решений с экспериментальными данны-
ми.
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