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ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ È ÌÅÕÀÍÈÊÀ. ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ, ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÀß ÒÅÕÍÈÊÀ È ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

Исследование течений неоднородной жидко-
сти представляет интерес как в теоретическом
отношении, так и для решений многих практи-
ческих задач гидроэнергетики,  гидрологии, ме-
теорологии и т.д. Наличие вертикального гради-
ента плотности может существенно повлиять
на характер течения жидкости. Одним из прояв-
лений указанного фактора является возможность
выборочного изъятия определенных слоев вод-
ной массы из устойчиво стратифицированного
водоема. Обзоры литературы по аналитическим
и численным методам исследования стратифи-
цированных течений проводятся в работах [1, 2,
3, 4]. Построены [1, 3] решения стационарных
уравнений в случае линейной зависимости плот-
ности от функции тока, но они позволяют лишь
качественно оценить картину течения. Показа-

но, что при 
π
1>Fr  областей с возвратным тече-

нием нет, а для 
π
1<Fr  начинается образование

зон возвратных течений. Подобная задача реше-
на [5] посредством последовательного уточнения
границы раздела области селективного отбора
и области «возвратного» течения, в которой
предполагалось отсутствие течения.

Обзор результатов о корректности некоторых
постановок краевых задач для нестационарных
течений дан в работе [6, гл. 4]. Изучались [7, 8]
стационарные течения однородной жидкости.
Для этой же постановки выделили [8] класс фун-
кций, в котором имеется единственность реше-
ния. Для нестационарного случая доказана [9]
теорема существования в случае, когда на учас-
тке втекания задается нормальная составляю-
щая вектора скорости и вихрь, а на «выходе» –
нормальная составляющая вектора скорости.

В данной работе предложен метод численно-
го расчета плоского течения идеальной неодно-
родной жидкости для различных вариантов гра-
ничных условий. Указанные течения в поле силы
тяжести описываются системой дифференци-
альных уравнений [10]
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где ( ) ( )yxvyxu ,,,  – компоненты вектора скорос-
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плотностное число Фруда, 0v   –  характерная ско-

рость, g – ускорение свободного падения, H – ха-
рактерный размер области течения,

minmax ρρρ −=∆ , 0ρ  – характерная плотность
жидкости.

Решение системы (1)–(4) будем искать в об-

ласти ( ){ }10,10:, 2 ≤≤≤≤∈=Ω yxRyx , граница
которой состоит из трех участков: Г
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Для системы дифференциальных уравнений

(1)–(4) поставим следующие краевые условия.
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В терминах вектора скорости граничные ус-
ловия означают, что всюду на границе области
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Ω  задана нормальная составляющая вектора
скорости и, кроме того, на участке втекания до-
полнительно известны значения вихря ω  и плот-
ности ρ , задаваемые соответственно функция-

ми ( )y1ω  и ( )y1ρ .  Свойства функции ( )y1ψ
позволяют определить обратную функцию, т.е.

( )ψ1yy = .

Приведем некоторые свойства гладких ста-
ционарных решений задач (1)–(10), используе-
мых при ее численном решении. Из уравнения

(2) следует, что ( )yx,ρ  сохраняет постоянное зна-

чение на линии тока const=ψ , т.е. ( )ψρρ = .

Интегрируя уравнения (1) вдоль линии тока
const=ψ , получим
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Функцию ( )ψρρ =  доопределим следующим

образом:

( ) ( ) ( ) ( )( ) .11;00 1 ≥=≤= ρψρψρψρψρ припри
Таким образом, уравнение (3) с правой час-

тью (11) и условиями (5), (8)–(10) представляют
собой задачу Дирихле для нелинейного уравне-

ния Пуассона. Данную задачу решаем итераци-
онным разностным методом переменных направ-
лений, аппроксимируя уравнения (3) по обыч-
ной пятиточечной схеме:
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N, M – число разбиений области течения по оси

X и Y соответственно, 1h  и 2h  – шаги сетки. Сис-

тема уравнений (12) замыкается посредством
задания краевых условий для сеточной функции

mn,ψ , определяемых соотношениями (5), (8)–(10).

При численном решении системы (12) значе-

ние mn,ψ  в правой части берется с предыдущей

итерации. После решения этой задачи находим

( )mnmn ,, ψρρ =  и ( )mnmmn y ,, ,ψωω = . При малых

числах Фруда образуются «застойные зоны»,
которые можно трактовать как твердое тело [5].
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