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Для нахождения кулоновского потенциала
в кристаллах широко используется функция
Грина (ФГ) уравнения Лапласа. Она удовлетво-
ряет уравнению
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В этом выражении Ω – объем элементарной
ячейки кристалла, K

n
 – вектор обратной решетки.

Сумма по решетке в (2) сходится условно,
и в таком виде она для практических целей не-
пригодна. Чтобы ряд стал абсолютно сходящим-
ся, применяются различные методы улучшения
их сходимости. Здесь мы не будем обсуждать эти
методы, а сразу воспользуемся результатами
работы [1], где это улучшение проведено. Ре-
зультат можно представить в виде
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В этих выражениях rrRp ′−−=  – вектор

прямой решетки; к
о
 – параметр сходимости.

Как видно из (4), сходимость суммы по обрат-
ной решетке обеспечивается экспоненциальным
множителем. Чтобы выяснить сходимость сум-
мы по прямой решетке, выражение (5) преобра-
зуем к виду
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где y = 2pк
0
.

При больших значениях векторов решетки R
переменной y в числителе и единицей в знаме-
нателе по сравнению с гиперболическими функ-
циями можно будет пренебречь, тогда выраже-
ние в квадратных скобках под знаком суммы

примет вид 
p

py)2exp(2 −
, т.е. и сумма по прямой

решетке имеет экспоненциальную сходимость.
Цель настоящей работы – определение па-

раметра сходимости таким образом, чтобы он
обеспечивал примерно одинаковый объем вы-
числений как по прямой решетке, так и по об-
ратной. Кроме того, окончательное значение ре-
зультата суммирования функции Грина не
должно зависеть от параметра сходимости.

Выбор параметра сходимости осуществим
для двух типов решеток: кубических и гексаго-
нальной плотноупакованной (ГПУ). Это позволит
распространить выводы о сходимости решеточ-
ных сумм на другие типы кристаллов. Начнем
с кубических решеток.

Из трех типов кубических решеток – простой
кубической (ПК), объемно-центрированной
(ОЦК) и гранецентрированной (ГЦК) – наихуд-
шей сходимостью обладают решеточные ряды
для (ПК), так как радиусы ее координационных
сфер убывают медленнее, чем у других кубичес-
ких решеток. Кроме того, число узлов, а следо-
вательно, и число слагаемых в сумме также рас-
тет быстрее с ростом номера координационной
сферы. В прямом пространстве длины векторов
будем измерять в единицах постоянной решет-
ки a, в обратном – в единицах 2π/a. Сходимость
суммы по обратной решетке: выражение (4) будет

определяться множителем )/exp( 0кnπ− , а по

прямой решетке (5) – множителем )4exp( 0 nкπ− .

В обоих случаях n – номер координационной
сферы.

Если выбирать параметр к
0
 из условия оди-

наковой сходимости рядов как по прямой, так
и по обратной решетке, то необходимо прирав-
нять показатели обеих экспонент, что для пара-
метра к

0
 дает теоретическое значение, равное 0.5.

Практически сходимость исследовалась следу-
ющим образом:

а) простая кубическая решетка.
Вычисления выполнялись в 103 точках для

трех направлений [100], [110], [111], которые
в дальнейшем будем обозначать цифрами 1, 2, 3
соответственно. Для каждой координаты незави-
симо от направления выбирался одинаковый шаг
H = 5.10–4.
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Численно параметр сходимости принимался
равным трем значениям 0.25, 0.5, 0.75. Для перво-
го значения результаты расчета представлены
в таблице 1.

В первой колонке записаны составляющие
функции Грина, во второй – номера N-точек (пер-
вой и последней), которым соответствуют стро-
ки направлений (1, 2, 3) – третья колонка i. Ко-
лонки, обозначенные цифрами 1, 7,..., дают число
сфер, которые включались в суммы, причем пер-
вые две «строки» G

k
 дают сумму по обратной ре-

шетке, вторые две – сумму по прямой решетке,
последние две «строки» – суммарный результат.
Многоточие в 9 и 11-й колонках обозначает совпа-
дение результатов с предыдущими колонками.

Обсудим результаты этого расчета.
Во-первых, следует отметить очень хорошую

сходимость суммы по обратной решетке: при
заданном значении к

0
. Слагаемые в сумме убы-

вают по экспоненциальному закону )4exp( nπ− .
Эта хорошая сходимость видна и из результатов
расчета, которые показывают их незначитель-
ное изменение при суммировании от первой сфе-
ры до девятой. В то же время результаты расче-
та по прямой решетке показывают их плохую
сходимость – особенно для граничных точек
(см. «строку» G

R
). Действительно, сходимость по

прямой решетке определяется множителем

только )exp( nπ− . Поэтому и окончательные ре-

Таблица 1
Значения составляющих функции Грина для ПК решетки k

0 
= 0.25

Таблица 2
Значения составляющих функции Грина ПК решетки k

0
 = 0.5
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зультаты суммирования неустойчивы. Отсюда
можно сделать вывод, что значение к

0
 = 0.25

не является удовлетворительным. Приведем
таблицу для к

0
 = 0.5.

Анализ таблицы позволяет сделать вывод,
что для данного параметра сходимости сумми-
рование по обратной решетке для достижения
точности не менее пяти значащих цифр как для
начальной точки, так и граничной можно вести
до восьмой координационной сферы. Эта точ-
ность, даже несколько лучше, обеспечивается и
для прямой решетки.

При использовании методики улучшения
сходимости решеточных рядов как в настоящей
работе, так и любой другой окончательная сум-
ма ряда не должна зависеть от параметра схо-
димости – результаты расчета в последних двух
клетках обеих таблиц должны совпадать. Одна-
ко удовлетворительное согласие наблюдается
только для первой точки. Чтобы выяснить эту
проблему до конца, приведем еще таблицу для
к

0
 = 0.75 и координационных сфер с 5-й по 13-ю.

Данные последней таблицы позволяют сде-
лать два вывода.

Во-первых, увеличение параметра к
0
  приво-

дит к ухудшению сходимости суммы по обрат-
ной решетке. Из первых двух «строк» таблицы
видно, что устойчивого результата суммирова-
ния не получается даже при учете тринадцатой
координационной сферы (всего пять – шесть зна-
чащих цифр). В то же время по прямой решетке
для достижения этой же точности достаточно
включать в сумму только пять сфер.

Во-вторых, из сравнения двух последних
«клеток» таблиц для разных параметров сходи-

мости можно сделать вывод, что с точностью
в шесть значащих цифр для малого значения век-
тора r– (первая точка) результаты суммирования
не зависят от параметра сходимости. Это же мож-
но сказать и о точности для последней точки.

б) ГПУ структура.
С точки зрения исследований этой работы

основной особенностью ГПУ решетки является
то, что эта решетка при любом выборе основных
векторов трансляции имеет базис. Кроме того,
она характеризуется двумя параметрами a и c

или их отношением c к a, a
c

=γ .

Базисные векторы выберем в таком виде [2]

aia =1 , ),0,0,1(1 aa =  ),3(5.02 jiaa +−=

)0,35.0,5.0(2 −= aa , ),0,0(3 γγ akacka === ,

где i, j, k – орты декартовой системы координат.
Тогда векторы целочисленных трансляций пря-
мой решетки R

p
 могут быть представлены в виде

R
p
 = p

1
a

1
 + p

2
a

2
 + p

3
a

3
,

где p
1
, p

2
, p

3
 – целые положительные и отрица-

тельные целые числа, включая нуль. Суммиро-
вание по этим векторам будем называть сумми-
рованием по основной решетке.

Базис, состоящий из двух узлов, обозначим
векторами t

1 
и t

2
,

причем t
1 
= (0,0,0),

 а kajaaaat γ5.0
32

1
3
2

3
1

3212 +=++= .

Суммирование, определяемое вектором
R

p
 + t

2
, будем называть суммированием по сдви-

нутой подрешетке. Базисные векторы обратной

Таблица 3
Значения составляющих функции Грина ПК решетки к

0
 = 0.75
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решетки также легко получаются. Им соответ-
ствуют выражения [2]

k
a

bji
a

bi
a

b
γ
πππ 2),2(

3
2,2

321 =+== .

Вектор же трансляции обратной решетки
при заданном базисе может быть записан в виде

K
n
 = n

1
b

1
 +n

2
b

2 
+ n

3
b

3
.

Поскольку длины векторов ГПУ решетки оп-
ределяются отношением γ, то и сходимость ре-
шеточных сумм, очевидно, будет зависеть от это-
го параметра. Имея в виду, что дальнейшие
вычисления для решеток этого типа предпола-
гается выполнить для Ti, Co и Zn и так как каж-
дый из металлов имеет свою величину γ, схо-
димость исследуем на примере Ti. Для него
γ = 1.587306 [3]. Из-за этого параметра в крис-
таллах ГПУ квадраты длин векторов трансля-
ций не обязаны быть целочисленными. Поэтому
все суммирования по решетке выполняют, как
правило, внутри сферы заданного радиуса. В на-
шем случае этот радиус принимался равным не-
скольким значениям. Во-первых, для кубических
решеток необходимо было вычислять по векто-
рам, находящимся в области до десяти коорди-
национных сфер, что соответствовало радиусу
прямой решетки равным 5.0 в единицах посто-
янной решетки. Здесь поступали аналогично: пе-
ребирали целые значения совокупности p

1
, p

2
, p

3

от –11 до 11, так чтобы 0.5≤pR , что давало

в сумме по двум подрешеткам 868 узлов. Точно
так же поступали и с обратной решеткой – по-
лучали 710 узлов. Параметр сходимости к

0
 так

же, как и для кубических решеток, равнялся трем
значениям: 0.25, 0.5, 0.75. Вычисления функции
Грина велись в четырех направлениях: первое
направление – вдоль оси x, второе – вдоль оси y,
третье – вдоль оси z, четвертое – вдоль вектора t

2
.

Эти направления будем обозначать цифрами 1,
2, 3 и 4 соответственно. Для всех направлений
использовался один и тот же шаг H = 5.0⋅10–4,
но с разным их количеством. Так, для первого
направления N

1
  = 1000, второго – N

2
 = 1732, тре-

тьего – N
3 
= целая часть1000γ, четвертого направ-

ления – N 
4
 = целая часть 

H
t

2
2 . Такое число ша-

гов обеспечивает вычисления вплоть до середины
расстояния между узлами в каждом из направ-
лений. Следует заметить, что для четвертого на-
правления шаги h

y
, h

z
 вдоль осей y и z выбира-

лись так, чтобы имело место соотношение

Hhh zy =+ 22 . Результаты для к
0
 = 0.25 представ-

лены в таблице 4. В первой колонке таблицы
приведены номера точек, в которых проводи-

лись вычисления: первая последняя, во второй –
номера направлений, в третьей – результат сум-
мирования функции Грина по прямой ре-
шетке, в четвертой – по обратной решетке, в пя-
той колонке – полная сумма.

Таблица 4
Значения составляющих функции Грина

для ГПУ решетки к
0
 = 0.25

Аналогичные результаты представлены
в таблицах 5 и 6, но для к

0
 = 0.5 и 0.75 соответ-

ственно.
Таблица 5

Значения составляющих функции Грина
для ГПУ решетки к

0 
= 0.5

Таблица 6
Значения составляющих функции Грина

для ГПУ решетки к
0
 = 0.75

Внимательное сравнение всех трех таблиц
показывает, что хотя результаты суммирования
по прямой и обратной решетке для различных
значений параметров сходимости заметно отли-
чаются друг от друга, суммарный результат (пос-
ледняя колонка) уже проявляет признаки схо-
димости. Особенно это заметно для первой
точки. Кроме того, отчетливо проявляется неза-
висимость результатов суммирования от пара-
метра сходимости. Дальнейшее увеличение чис-
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ла узлов по прямой решетке до 1448 – 0.6≤pR  и

по обратной решетке до 1224 узлов – 0.6≤nK
показало несущественное изменение результа-
тов в приведенных выше таблицах. Это измене-
ние главным образом проявилось в большей ус-
тойчивости (совпадении большего числа значащих

цифр) сходимости суммарного результата. Еще

один вариант вычисления 5.5≤pR и числом уз-

лов 1138 и 0.5≤nK  позволил остановить выбор
на значении параметра сходимости к

0
 = 0.5. Ана-

логичные результаты были получены для Co
и Zn, но уже с другим количеством узлов как
по прямой, так и по обратной решетке.
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