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Введение. Задачи распространения электро-
магнитных волн в регулярных волноводах попе-
речных сечений, допускающих применение
метода разделения переменных с идеально про-
водящими стенками, хорошо изучены и имеют
аналитическое решение [1]. Вопросы изучения
структуры поля в регулярных и нерегулярных
направляющих системах с импедансными гра-
ничными условиями актуальны в настоящее вре-
мя и активно разрабатываются (см., например:
[2]). Цель данной работы – развитие численно-
аналитического подхода для изучения собствен-
ных значений и собственных функций импеданс-
ного плоского волновода и анализ их поведения
в широком интервале значений импеданса.

Поле в волноводе. Геометрия задачи изобра-
жена на рисунке 1. Плоский волновод шириной
2a в декартовых координатах расположен в сво-
бодном пространстве таким образом, что его
стенки совпадают с плоскостями x = ± a. Стенки
волновода характеризуются сторонним поверх-
ностным импедансом Z, нормированным на им-

педанс свободного пространства oooZ εµ /= .
Электромагнитное поле предполагается стаци-
онарным и гармоническим с круговой частотой

ω и зависимостью от времени вида tie ω− . Задача
полагается двухмерной, так что ∂/∂y = 0, и рас-
сматривается случай распространения ТМ-волн
вдоль оси Z с компонентами {H

y
, E

x
, E

z
}.

Рис. 1. Геометрия задачи

Требуется найти собственные типы волн дан-
ного волновода в случае выполнения на его стен-

ках импедансных граничных условий Щукина-
Леонтовича:
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где ),(),,( zxHzxE tt

rr
 – касательные к поверхности

границ составляющие полей; nr  – единичная
внутренняя нормаль к данной поверхности.

Решение задачи должно удовлетворять урав-
нениям Максвелла в свободном пространстве,
причем решение удобно находить относительно
компоненты H

y
.

Рассмотрение далее проводится в безразмер-
ных координатах u = x/a, v = z/a, величина ∂ = d/a

и безразмерное волновое число akk oooo ⋅==′ µεω .

Компоненты электрического поля выражаются
при этом через магнитную скалярную составля-
ющую, как
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 Согласно работе [3] запишем поле в волново-
де в виде дискретной суммы с коэффициентами
разложения C

n
:
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∑ Ψ=
n

nnnnx uvCivuE )()sin(),( γγ ,             (3б)

где 22
non k αγ −=  – продольные волновые числа

плоского волновода; α
n
 – поперечные волновые

числа плоского волновода; Ψ
n
(u) – ортонормиро-

ванные поперечные функции TM-волн.
Для постановки с идеально проводящим вол-

новодом справедливо нулевое граничное усло-
вие:

0),(),(
1

==
±=±= uxaxx vuEzxE .               (4)

В данном случае необходимо решить задачу
на нахождение собственных функций Ψ

n
(u) и соб-

ственных значений α
n
.

Собственные функции импедансного волно-
вода. Собственные функции для ТМ-волн можно
разделить на четные и нечетные [3]:
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Множество α = {α
n
} образует бесконечный

дискретный спектр собственных значений вол-
новода, причем для идеального волновода [1]:
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2
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0 ]1[ −+= nnA δ .               (6)

Коэффициенты A
n
 находятся из условия ор-

тонормировки собственных функций:
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В данной работе рассмотрено изучение вол-
новода с импедансными стенками. Из условия (7)
выражаются коэффициенты собственных функ-
ций A

n
 для импедансного волновода:
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Поперечные волновые числа импедансного
волновода. Собственные функции удовлетворя-
ют импедансному граничному условию, получа-
емого из (1):

10)()( ±==ΨΨ′ unon uZiku ∓               (8)

Из этого условия получаются трансцендент-
ные уравнения, которые определяют собствен-
ные значения импедансного плоского волновода:

0cossin 222 =+ nonn Zik ααα ,   для четных мод;    (9а)

0sincos 121212 =− +++ nonn Zik ααα ,
для нечетных мод.             (9б)

Дисперсионные уравнения (9) решаются чис-
ленно в комплексной области. Наиболее быст-
рую сходимость из известных итерационных ме-
тодов, пригодных для комплексных корней, дает
метод Ньютона. Если задано некоторое трансцен-
дентное уравнение F(x) = 0, то схема решения за-
писывается как:
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В нашем случае получаемые трансцендент-
ные уравнения, имеют вид:

0cossin)(1 =+= xZikxxxF o , для четных мод;   (11а)

0sincos)(2 =−= xZikxxxF o ,
для нечетных мод,           (11б)
где x = α

n
 – искомые значения.

Тогда запишем схему решения итерационно-
го процесса для четных мод:
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Для нечетных мод получаем:
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По построенной схеме итерационного процес-
са были получены численные результаты, кото-
рые приведены ниже.

Анализ результатов. Для расчета поперечных
волновых чисел при произвольных значениях

мнимой части импеданса стенок волновода )Im(Z
в качестве начальных приближений использо-
ваны решения, полученные при меньшем значе-

нии )Im(Z . Таким образом, в качестве нулевого

приближения берется o
nα , и затем последова-

тельно рассчитываются {α
n
} с увеличением

)Im(Z  до необходимого значения. Результаты

численного расчета показаны на рисунке 2.
Как видно на графиках (рис. 2), при идеально

проводящих стенках волновода распределение
{α

n
} соответствует классическому решению (6).

При введении мнимого импеданса периодич-
ность ряда {α

n
} нарушается и распределение

искажается.

Рис. 2. Графики зависимости поперечных
волновых чисел для различных мод ТМ-волн

плоского импедансного волновода:
при k

0
a

 
= 0,5π – слева; при k

0
a

 
= 2,0π – справа

При емкостном импедансе (Im(z) > 0) значе-
ния волновых чисел {α

n
} увеличиваются и стре-

мятся к значениям }{ 1
o
n+α . При индуктивном им-

педансе (Im(z) < 0) видим противоположную

картину: с ростом )Im(Z  значения волновых чи-

сел старших мод уменьшаются и стремятся
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к }{ 1
o
n−α . Причем для двух первых мод волновые

числа (α
0
, α

1
) принимают чисто мнимые значения,

при пересечении )Im(Z  некоторых критических

точек, в которых данные волновые числа прини-
мают нулевые значения. Для α

0
 критическая точ-

ка – Im(z) = 0. Для α
1
 критическая точка находит-

ся в области отрицательных значений Im(z),
причем с увеличением k

0
α она смещается в сто-

рону нуля. С ростом величины k
0
α, которое

пропорционально ширине волновода, значения
{α

n
} стремятся к пределу быстрее, что более за-

метно на следующих графиках.
На рисунке 3 представлены результаты ис-

следования зависимости волновых чисел млад-
ших и старших волноводных мод от значения
импеданса при различных ширинах волновода.

Рис. 3. Графики зависимости поперечных
волновых чисел при различной ширине волновода:

α
0
 и α

1
 – слева; α

5
 – справа

Наличие стороннего импеданса стенок волно-
вода приводит к нарушению нулевого гранично-
го условия (4) и к изменению значений попереч-
ных волновых чисел, и как следствие, к пере-
распределению волноводных мод в волноводе. Для
больших значений индуктивного импеданса про-
исходит вырождение первых двух волноводных
мод в поверхностные волны, которые распрост-

раняются вдоль стенок волновода, что видно
на серии графиков (рис. 4–6).

На рисунке 4 видно, что при наличии поверх-
ностного импеданса на стенках волновода на них
не выполняется нулевое граничное условие,
и распределение волноводных мод искажается.
При этом сохраняется четность и нечетность соб-
ственных функций.

Рис. 4. Графики распределения волноводных мод
в плоском волноводе при различных значениях

мнимого поверхностного импеданса стенок
волновода: ψ

0
 – слева; ψ

5
 – справа

На рисунке 5 представлены графики распре-
деления волноводных мод в плоском волноводе
при индуктивном импедансе Im(Z) = –0,5i для
различных значений относительной ширины k

0
α.

Заключение. Таким образом, были рассчита-
ны поперечные волновые числа поля плоского
импедансного волновода. Для решения трансцен-
дентных уравнений, определяющих волновые
числа, был применен численный метод Ньютона
и построена соответствующая итерационная
схема расчета. Используемый последователь-
ный способ получения начального приближения
позволяет находить поперечные волновые чис-
ла {α

n
} плоского импедансного волновода в про-

извольной области значений поверхностного им-
педанса стенок плоского волновода. Численный
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Рис. 5. Графики распределения волноводных мод в плоском волноводе при индуктивном импедансе
Im(Z) = –0,5i для различных значений относительной ширины k

0
α: ψ

0
 – слева; ψ

1
 – по центру; ψ

5
 – справа

Рис. 6. Графики распределения различных волноводных мод в плоском волноводе
при различных значениях мнимого поверхностного импеданса стенок волновода
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анализ полученных результатов подтверждает
их достоверность.

Для нахождения полного поля в волноводе
требуется найти коэффициенты разложения

полей C
n
, которые зависят от граничных усло-

вий задачи. В данной работе были найдены соб-
ственные типы волн плоского импедансного вол-
новода.
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