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Â ðàáîòå èçëàãàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êî-
òîðàÿ îïèñûâàåò íåóñòàíîâèâøååñÿ òå÷åíèå
âîäû â êàíàëå èëè ðå÷íîì ðóñëå.

Ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ñîâîêóïíîñòè
îòðåçêîâ, îáðàçóþùèõ îäíîìåðíûé êëåòî÷íûé
êîìïëåêñ èëè ãðàô.

Çàäà÷à ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäå-
ëèòü ðàñõîä âîäû – ),( xtQ  è îòìåòêó ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòè âîäû – ),( xtz , åñëè èçâåñòíû íà-
÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ýòèõ ôóíêöèé.

Íåóñòàíîâèâøååñÿ òå÷åíèå âîäû â êàíàëå
èëè ðå÷íîì ðóñëå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
Ñåí-Âåíàíà [1], [2]:

– óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè:
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- äèíàìè÷åñêèì óðàâíåíèåì:
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ãäå t  – âðåìÿ; x  – êîîðäèíàòà âäîëü îñè ðóñëà;

),( xtQ  – ðàñõîä âîäû; ξξΒ=ω ∫ dh
h

0

)()(  – ïëîùàäü

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïîòîêà ïðè ãëóáèíå h ;

hzz += 0  – îòìåòêà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè

âîäû; ( )xthh ,=  – ãëóáèíà âîäû; )(0 xz  – îòìåòêà
äíà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè; ( )hΒ  – øèðèíà ðóñëà (êàíàëà) ïðè
ãëóáèíå h ; g  – óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè; ( )hK  –
ìîäóëü ðàñõîäà.

Ñèñòåìà (1), (2) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå ( )L,0 .
Íà êàæäîì êîíöå îòðåçêà äîëæíî áûòü çàäàíî
ïî îäíîìó óñëîâèþ.

Åñëè 0=x , òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå èìååò âèä

( ) .0,, =tQzf л               (3)

Åñëè Lx = , òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå èìååò âèä

( ) .0,, =tQzfпр               (4)

Êðîìå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3), (4) çàäàþòñÿ
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Tt <<0 ,

Lx <<0 , òîãäà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òàêîâû:

( ) ( ) ( ) ( ).,0,,0 00 xQxQxzxz ==

Ðóñëî çàäàåòñÿ îðäèíàòîé äíà )(0 xz  è øèðè-

íîé ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ),( ξxb  íà ðàññòîÿ-

íèèξ   (ïî âåðòèêàëè) îò äíà ðóñëà.
Â ñëó÷àå òðàïåöåèäàëüíîãî êàíàëà çàäàíèå

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ èñ÷åðïûâàåòñÿ çàäàíèåì
øèðèíû êàíàëà ïî äíó è çàëîæåíèåì îòêîñîâ
êàíàëà.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1), (2) ñòðîèòñÿ ðàç-
íîñòíàÿ ñõåìà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàçáèâàåì
îòðåçîê (0,L) íà N ðàâíûõ èíòåðâàëîâ äëèíîé

N
L

=∆ , âðåìåííîé èíòåðâàë (0,T) ðàçáèâàåì íà K

ðàâíûõ èíòåðâàëîâ äëèíîé K
T

=τ .

Ïóñòü óæå íàéäåíî ðåøåíèå äëÿ ìîìåíòà âðå-
ìåíè tk, ò.å. îïðåäåëåí íàáîð âåëè÷èí:
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õîä âîäû Q(t,x)  è îòìåòêà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñ-
òè âîäû z(t,x).

Íàéäåì äàííîå ðåøåíèå â ñëåäóþùèé ìîìåíò
âðåìåíè τ+=+ kk tt 1 , êîòîðîå ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

,0
11

1
1

=
∆

−
+

− ++
+

+ k
n

k
n

k
n

k
n QQ

τ
ωω

                                          (5)

.
1

2

11
1k

n

121

1

2

1

+++
+

++

+
+









−=

∆

−
+

+
∆









−









+
−

k

n

k
n

k
n

k
n

k

n

k

n
k
n

k
n

K
QQ

g
zz

g

QQ
QQ

ωω

ωω

τ
              (6)

Ñîîòíîøåíèÿ (5), (6) íåëèíåéíû è â îáùåì ñëó-
÷àå äîëæíû ðåøàòüñÿ ñ ïîìîùüþ èòåðàöèé. Åñëè
òå÷åíèå ãëàäêîå è âîëíû íåâåëèêè ïî àìïëèòó-
äå, òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ îäíîé èòåðàöèåé. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèÿ (5), (6) ëèíåàðèçóþòñÿ.
Ëèíåàðèçàöèþ ìîæíî ïðîâåñòè ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì, îáîçíà÷èâ ÷åðåç ( ) 1+⋅ k
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Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (5), (6) çàìåíÿþòñÿ
íà ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âèäà:

Å.Ì. Ðàê÷ååâà
Ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé íà ãðàôàõ

ÓÄÊ 519.6

Ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ãðàôàõ
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Ðàâåíñòâà (7), (8) ñëåäóåò äîïîëíèòü êðàåâû-
ìè óñëîâèÿìè. Äëÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ (3), (4) ëè-
íåàðèçóåì òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è (5), (6). Â ðå-
çóëüòàòå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì:
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Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà (7)–(10) ðåøàåòñÿ ìåòî-
äîì ìàòðè÷íîé îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè [1]. Äà-
ëåå àëãîðèòì ðåøåíèÿ ðåàëèçóåòñÿ íà ÝÂÌ
â âèäå ïðîãðàììû â ñðåäå MATLAB. Â ðåçóëüòà-
òå âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ðàñõîäà âîäû

),( xtQ  è îòìåòêó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âîäû

),( xtz .
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