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Ñòðàòèôèöèðîâàííûå æèäêîñòè õàðàêòåðè-
çóþòñÿ òåì, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè èõ
ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè (ïëîòíîñòü, òåïëî-
åìêîñòü è äð.) èçìåíÿþòñÿ òîëüêî âäîëü íåêîòî-
ðîãî âûäåëåííîãî íàïðàâëåíèÿ. Íàèáîëåå ñóùå-
ñòâåííîå âëèÿíèå íà äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà
æèäêîñòè îêàçûâàåò ïëîòíîñòíàÿ ñòðàòèôèêà-
öèÿ, âîçíèêàþùàÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå
ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèäêîñòè â îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ õàðàêòåðà òå÷åíèÿ æèäêîñòè ñòðîèòñÿ ÷èñ-
ëåííàÿ ìîäåëü.

Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå óñòàíîâèâøååñÿ òå÷å-
íèå íåñæèìàåìîé íåâÿçêîé æèäêîñòè â îãðàíè÷åí-
íîé îáëàñòè { })f()g(;0:),( xyxXxyxG ≤≤≤≤= ,

ãäå )f(xy =  – ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà, )g(xy =  – çà-

äàííàÿ ãðàíèöà. Êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ãðàíèöà Ã ñî-
ñòîèò èç ó÷àñòêîâ âòåêàíèÿ, âûòåêàíèÿ, íåïðî-
íèöàåìûõ ñòåíîê  è ñâîáîäíîé ãðàíèöû.

Äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè èñïîëüçóåòñÿ  ñèñòåìà óðàâíåíèé Íà-
âüå-Ñòîêñà â ïåðåìåííûõ «ôóíêöèÿ òîêà –
âèõðü»:
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ãäå ψ  – ôóíêöèÿ òîêà; ρ  – ïëîòíîñòü; ω  – âèõðü;
vu,  – êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè; Fr – ïëîò-

íîñòíîå ÷èñëî Ôðóäà.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû, çàäàí-

íîé â âèäå F(x,y) = 0, èñïîëüçóåòñÿ  óðàâíåíèå
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Â äàííîé ðàáîòå ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà çàäàåòñÿ
ÿâíî â âèäå y = f(x). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû ïðèíèìàåò âèä:
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Äëÿ çàäà÷è (1)–(4) ïîñòàâèì ñëåäóþùèå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ.
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})f()g( XdycX ≤≤≤≤  çàäàåì óñëîâèå äëÿ ωρψ ,, :
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Íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå èñïîëüçóåì óñëîâèå

íåïðîòåêàíèÿ:
.0,1 =ρ=ψ

Ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé òîêà, ïî-
ýòîìó çíà÷åíèå ôóíêöèè òîêà è ïëîòíîñòè íà íåé
ñîõðàíÿþòñÿ. Âèõðü îïðåäåëÿåì ïî ôîðìóëå:

( ))(
Fr 12 ψ−
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ãäå )(1 ψy íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ äëÿ ψ  íà ó÷àñòêå
âòåêàíèÿ.

Íà íåïðîíèöàåìûõ ñòåíêàõ òàêæå ñòàâèòñÿ
óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ.

Óñòàíîâèâøèéñÿ õàðàêòåð òå÷åíèÿ äàåò âîç-
ìîæíîñòü îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèé ρ  è ω
íà âñåé ãðàíèöå îáëàñòè äî íà÷àëà ðåøåíèÿ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðà òå÷åíèÿ æèäêî-
ñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé, êîòîðîå îïèñûâàåò-
ñÿ  ñèñòåìîé óðàâíåíèé (1)–(4) ñòðîèì ÷èñëåí-
íóþ ìîäåëü.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîâìåùåííîé ñåòêîé, êîãäà âñå
íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû îïðåäåëÿþò â îäíèõ è òåõ
æå òî÷êàõ.

Ïîñòðîèì â îáëàñòè G ñåòêó ðàâíîìåðíóþ ïî
x è íåðàâíîìåðíóþ ïî y:
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Ñ.Ñ. Êóçèêîâ, Ò.Â. Ïîïîâà
Ðàñ÷åò òå÷åíèé ñòðàòèôèöèðîâàííîé
æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé
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Ðàñ÷åò òå÷åíèé ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèäêîñòè....
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Óðàâíåíèå (1) äëÿ ôóíêöèè òîêà àïïðîêñè-
ìèðóåì è ðåøàåì, èñïîëüçóÿ ñõåìó Äóãëàñà-
Ðýêôîðäà ñ ïîñòîÿííûì èòåðàöèîííûì ïàðàìåò-
ðîì ψτ , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî óñòîé÷èâîé
[1]:
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Óðàâíåíèÿ (2) è (3) äëÿ ïëîòíîñòè è âèõðÿ ðå-
øàåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê
[2]:

,1 nnn rρ
+ τ+ρ=ρ

,1 nnn Rω
+ τ+ω=ω

ãäå nr , nR  – íåâÿçêè ñõåìû äëÿ ïëîòíîñòè è âèõ-
ðÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Ñâîáîäíóþ ãðàíèöó âû÷èñëÿåì ñ ïîìîùüþ
ÿâíîé ñõåìû áåãóùåãî ñ÷åòà. Ýòà ñõåìà ÿâëÿåòñÿ
óñëîâíî óñòîé÷èâîé è èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê
àïïðîêñèìàöèè ïî x [1]:
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Ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ñõåìàòè÷íî ìîæíî èçîá-
ðàçèòü òàê:

→→ω 00 f K→→ω→ρ→ψ 1111 f

→→ω→ nn f K→→→→ ++++ 1111 f nnnn ωρψ
Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà

íîðìû íåâÿçîê âñåõ ñõåì íå ñòàíóò ìåíüøå íåêî-
òîðîé çàäàííîé âåëè÷èíû.

Çàìåòèì, ÷òî ñåòêà S çàâèñèò îò ñâîáîäíîé
ãðàíèöû è ïîñëå ïåðåñ÷åòà ôóíêöèè y = f(x) óçëû
ñåòêè ìîãóò ñìåñòèòüñÿ. Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ âû-
÷èñëåíèé íåîáõîäèìî ïåðåíåñòè çíà÷åíèÿ ôóí-
êöèé , íàõîäÿùèåñÿ â óçëàõ ñòàðîé ñåòêè S, â ñî-
îòâåòñòâóþùèå óçëû ïåðåñ÷èòàííîé ñåòêè S.

Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðåàëèçî-
âàí â ñðåäå MATLAB. Åãî òåñòèðîâàíèå ïðîâî-
äèëîñü íà ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ:

– òå÷åíèå æèäêîñòè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
ñ ôèêñèðîâàííûìè ãðàíèöàìè è ñ ëèíåéíîé çà-
âèñèìîñòüþ ïëîòíîñòè îò ôóíêöèè òîêà;

– òå÷åíèå æèäêîñòè íàä áàðüåðàìè.
Ðåçóëüòàòû ïî èññëåäîâàíèþ ýòèõ ðåæèìîâ

òå÷åíèÿ ìîæíî íàéòè â [3].
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