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Валидация спектра мюонов на уровне моря по
данным о потоках мюонов в грунте и воде

В работе представлен метод расчета характеристик мюонной компоненты на больших глубинах в поглотителе,
заключающийся в численном решении сопряженного уравнения переноса. Проведен анализ сходимости метода,
показано хорошее согласие полученных результатов с расчетами с использованием монте-карловских кодов MUM
и MUSIC. На основании сопоставления полученных кривых поглощения мюонов в различных типах грунта и воде
с экспериментальными данными сделан вывод о том, что дефицит потока мюонов на уровне моря, вычисленного
с использованием данных прямых измерений спектров первичных ядер и современных, основанных на теории
Грибова-Редже, моделей ядерных взаимодействий, составляет не менее 50% в диапазоне энергий 1–10 ТэВ.

Введение

Изучение характеристик мюонной компоненты
космических лучей с помощью подземных и под-
водных детекторов является одним из наиболее
важных косвенных методов установления пове-
дения спектров первичного космического излу-
чения (ПКИ) и сечений взаимодействий адрон-
ядро, а с появлением данных прямых измере-
ний потоков ПКИ на границе атмосферы, ис-
пользуется и для их валидации. Например, в
работе коллаборации MACRO [1] с применени-
ем трех различных моделей взаимодействий —
HEMAS, SYBILL и данных из [2] — было пока-
зано, что в рамках неопределенностей в указан-
ных моделях восстановленный по кривой погло-
щения мюонов в грунте спектр первичных нукло-
нов не противоречит существовавшим в то вре-
мя данным прямых измерений. Однако, в связи
с непрерывным появлением новых данных бал-
лонных и спутниковых экспериментов, и разви-
тием микроскопических моделей адрон-ядерных
взаимодействий необходимость в проведении та-
кого анализа существует практически постоян-
но. Тем более что расчет, выполненный недавно
в нашей работе [3], показал, что использование
этих современных данных приводит к существен-
ному > 25% дефициту расчетного вертикально-
го потока мюонов на уровне моря для энергий
Eµ > 100 ГэВ. Большинство измерений в этом
энергетическом диапазоне выполнено как раз на
подземных установках, поэтому уточнение вели-
чины указанного разногласия можно произвести
путем расчета кривой поглощения мюонов в раз-
личных типах грунта и воде и ее сопоставления с
непосредственно измеренными в подземных экс-
периментах потоками мюонов, что позволит из-
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бежать ошибок, вносимых процедурой пересче-
та от кривой “глубина-интенсивность” к спектру
мюонов на поверхности земли. Для проведения
такого анализа нами использован способ расчета
вероятностей выживания мюонов, заключающий-
ся в численном решении сопряженного уравнения
переноса [4–8]. Данный метод позволяет учесть
флуктуации потерь энергии мюонов во всех про-
цессах, без приближений, и обеспечивает высо-
кую точность (ошибка менее 1%) расчета интен-
сивности мюонов, поэтому дополнительный ин-
терес представляет сопоставление наших резуль-
татов с результатами, полученными с помощью
известных монте-карловских алгоритмов, таких
как MUSIC [9] и MUM [10].
Структура работы следующая. В первой части

мы кратко обсуждаем неопределенности во вход-
ных данных: спектре на уровне моря и потерях
энергии мюонов. Вторая часть посвящена опи-
санию численного метода решения сопряженных
уравнений. В третьей части нами проведено со-
поставление полученных вероятностей выжива-
ния и интенсивностей мюонов в пресной воде с
данными кодов MUM [10] и MUSIC [9]. Резуль-
таты расчетов кривых поглощения мюонов в раз-
личных типах грунта и воде и их сопоставление
с многочисленными данными подземных и под-
водных установок, а также выводы о поведении
спектра мюонов на уровне моря и о величине де-
фицита расчетного потока мюонов, даны в части
4. Основные итоги работы приведены в заключе-
нии.

1. Спектр мюонов на уровне моря и
потери энергии мюонов в
веществе

Ввиду невозможности решения обратной за-
дачи, установление формы спектра мюонов на
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Рис. 1. Дифференциальный спектр мюонов на уровне моря. Экспериментальные данные:
[11] MARS 1975, [12] Ноттингем 1968, [13] Растин 1984, [14] MASS 1989, [15] CAPRICE 1994,97,
[16] OKAYAMA 2001, [17] BESS-TeV, [18] Бэйтмен 1971, [19] L3 1993, [20] L3+C 2004,
[21] CosmoALEPH, [22] LVD 1998, [23] Баксан 1992, [24] АСД 1985, [25] МГУ 1994, [26] Frejus 1994,
[1] фит MACRO 1995. Сплошная линия — расчет работы [3] с применением модели взаимодействий
QGSJET (спектр НО), пунктирная линия — спектр из работы [27](БМН).
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уровне моря по измеренной кривой поглощения
в грунте в экспериментах MACRO и LVD [22]
производилось подбором параметров A и γ в вы-
ражении вида

Sµ(Eµ, cos θ) = A · E−γ
µ ×

×
(

1

1 + 1,1Eµ cos θ
115 ���

+
0, 054

1 + 1,1Eµ cos θ
850 ���

)
,

полученном для степенного спектра первичных
нуклонов с постоянным показателем γ в предпо-
ложении о справедливости фейнмановского скей-
линга [2]. Поскольку наша задача состоит в уста-
новлении вида Sµ(Eµ) не по отдельному набору,
а по всей совокупности имеющихся эксперимен-
тальных данных, использование такого подхода
выглядит затруднительным. Поэтому мы решили
использовать два пробных спектра на уровне мо-
ря. В качестве первого нами был выбран спектр,
вычисленный в [3] и задающий нижнюю оцен-
ку имеющихся измерений (далее обозначаемый
“НО”). Как показано в этой работе, для его рас-
чета с применением QGSJET01 [28], VENUS [29]
и других микроскопических моделей взаимодей-
ствий необходимо привлекать на � 25% завышен-
ный, по сравнению с данными прямых измере-
ний, поток первичных нуклонов. На роль второ-
го спектра, нами был выбран расчет работы [27]
(далее “БМН”), хорошо согласующийся с экс-
периментальными данными на уровне моря для
Eµ � 100 ГэВ. Как видно из рис. 1, он на ∼ 20%
превышает спектр НО в диапазоне энергий 1–
10 ТэВ, следовательно для его получения необхо-
димо использовать на ∼ 45% завышенный поток
первичных нуклонов в соответствующем интер-
вале первичных энергий 10–1000 ТэВ.
Важным моментом, влияющим на точность

расчета характеристик мюонов в грунте (воде),
а следовательно и на процедуру восстановления
спектра мюонов на уровне моря, являются суще-
ствующие неопределенности в описании потерь
энергии мюонов. Как показано в [9], введенная
недавно в работе [30] поправка к сечению тор-
мозного излучения на атомных электронах при-
водит к 7–8% уменьшению расчетной интенсив-
ности мюонов в стандартном грунте для глубин
5–12 км в.э. Гораздо хуже, в сравнении с сече-
ниями электромагнитных процессов, известно се-
чение фотоядерного взаимодействия мюонов. Су-
щественные неопределенности сохраняются как в
сечении поглощения реального фотона нуклоном
σγp, так и в описании структурной функции нук-
лона F2 (см. [31]). Однако благодаря тому, что
данное взаимодействие не является доминирую-
щим, ошибка, вносимая этими обстоятельства-

ми в полные потери энергии мюонов, становит-
ся существенной лишь при Eµ � 100 ТэВ [31] и
не оказывает влияния на точность расчета ин-
тенсивности мюонов для глубин ≤ 12 км в.э.,
где собрано подавляющее большинство экспери-
ментальных данных. Поэтому в наших расчетах
мы используем сечение фотоядерного взаимодей-
ствия мюонов из работы [32], сечения остальных
процессов взяты из [30,33–35].
В целом, как показывает обсуждение, прове-

денное в работе [31], даже в случае “идеальной”
среды с полностью определенными характеристи-
ками, потери энергии в настоящее время извест-
ны с точностью не лучшей, чем 1% для мюонов
с Eµ < 1 ТэВ. Для больших энергий и реаль-
ных сред эта погрешность только увеличивает-
ся [36, 37] и вносит доминирующую, по сравне-
нию с внутренними погрешностями алгоритмов,
и растущую с глубиной ошибку в расчеты харак-
теристик мюонной компоненты. Как видно из таб-
лицы 1, полные потери энергии мюонов в пресной
воде, полученные нами с использованием сечений
взаимодействий [30,32–35], при Eµ ≥ 1 ТэВ при-
близительно на 1% меньше потерь, используемых
в коде MUM [38].

2. Численный метод решения
уравнения переноса

Для расчета характеристик мюонов в грунте
и воде мы используем подход, заключающийся
в численном решении сопряженного уравнения
переноса [4–8]. В одномерном случае, в прене-
брежении рассеянием мюонов, данное уравнение
имеет следующий вид:

∂q̄(t, E)
∂t

+ σq̄(t, E)−

−
∑

β

E∫
Eth

dE′Wβ(E → E′)q̄(t, E′) = D(t, E). (1)

Здесь q̄(t, E) — линейная детерминированная
ценность, т.е. средний вклад в показания де-
тектора от мюона с энергией E, рожденного на
расстоянии t от детектора, σ — полное сечение
взаимодействия, Wβ(E → E′), β = i, r, p, h —
дифференциальные сечения для процессов иони-
зации, тормозного излучения, образования пар
и фотоядерного взаимодействия соответственно,
D(t, E) — функция чувствительности детекто-
ра. Для детектора, измеряющего интенсивность
мюонов на заданной глубине с E ≥ Eth, она
имеет вид: D(t, E) = δ(t − t0)H(E − Eth), а
для детектора, измеряющего энергию: D(t, E) =
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Таблица 1
Потери энергии мюона в пресной воде. Индексы i, r, p, h обозначают потери на ионизацию,

тормозное излучение, образование пар и фотоядерное взаимодействие соответственно

Потери E, ГэВ
102 103 104 105

βi,
данная
работа

2,77 3,02 3,29 3,59

��� · ��2 · �−1 [38] 2,79 3,05 3,32 3,63

bp · 106, данная
работа

1,11 1,51 1,66 1,69

��2 · �−1 [38] 1,10 1,49 1,65 1,69

br · 106, данная
работа

0,76 1,04 1,18 1,23

��2 · �−1 [38] 0,85 1,08 1,20 1,25

bh · 107, данная
работа

4,20 4,23 4,75 5,72

��2 · �−1 [38] 4,04 4,28 4,86 5,86

Полные потери, данная
работа

3,00 5,99 36,44 352,8

��� · ��2 · �−1 [38] 2,99 6,05 36,68 356,2

Таблица 2
Потери энергии мюона в стандартном грунте. Обозначения таблицы 1

Потери E, ГэВ
102 103 104 105

βi, ��� · ��2 · �−1 2,43 2,66 2,91 3,19
bp · 106, ��2 · �−1 1,56 2,10 2,29 2,34
br · 106, ��2 · �−1 1,08 1,46 1,65 1,71
bh · 107, ��2 · �−1 4,10 4,13 4,63 5,54

Eδ(t − t0)H(E − Eth), где

H(E − Eth) =

{
1, E ≥ Eth,

0, E < Eth.

Уравнение для среднеквадратичного угла рассея-
ния мюонов также имеет вид, аналогичный (1), с
правой частью равной 〈θ2

s〉q̄(t, E) [39].
Таким образом, для расчета характеристик мю-

онной компоненты в поглотителе необходимо ре-
шать уравнение

[
∂

∂t
+ σ(t, E)

]
q(t, E)−

−
E∫

Eth

dE′W (E → E′)q(t, E′) = Q(t, E) (2)

с известной правой частью и граничным условием
в точке t = 0. Для этого мы используем числен-
ный метод, развитый в работах [4–8].

Выберем на оси возрастающую последователь-
ность точек E0(E0 = Eth), E1, . . . , Ek, . . . . Пола-
гая в (2) E = Ek, получим

[
∂

∂t
+ σ(t, Ek)

]
q(t, Ek)−

−
Ek∫

Eth

dE′W (Ek → E′)q(t, E′) = Q(t, Ek) (3)

При k = 0 интеграл в (3) обращается в нуль и
мы имеем

[
∂

∂t
+ σ(t, E0)

]
q(t, E0) = Q(t, E0).
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Решение этого уравнения имеет вид

q(t, E0) = q(0, E0) exp


−

t∫
0

σ(t′, E0) dt′


+

+

t∫
0

Q(τ, E0) exp


−

t∫
τ

σ(t′, E0) dt′


 dτ

Решение уравнения в следующей точке,

[
∂

∂t
+ σ(t, E1)

]
q(t, E1)−

−
E1∫

Eth

dE′W (E1 → E′)q(t, E′) = Q(t, E1),

можно найти лишь приближенно, воспользо-
вавшись, например, линейной аппроксимацией
q(t, E′) на отрезке [E0, E1]. Это приближенное
значение q(t, E1) обозначим через q1(t). Следу-
ющее значение можно найти аналогичным об-
разом, опираясь на полученные выше значения
q0(t) и q1(t) и применив теперь уже квадратич-
ную интерполяцию функции q(t, E) в каждом из
интервалов [E0, E1] и [E1, E2]. При вычислении
q3(t) можно использовать интерполяцию поли-
номом 3-й степени и т.д. Отметим, однако, что
описать решение (2) с помощью одного поли-
нома в широкой области изменения энергетиче-
ской переменной практически невозможно. Бо-
лее простым и устойчивым способом аппрокси-
мации является кусочно-полиномиальная. При-
менение ее к уравнению (2) выглядит следующим
образом [6]: назначается максимальная степень
используемых полиномов N и при k � N для
вычисления используются только N + 1 узловые
точки: Ei−N , . . . , EN , если i � N и E0, . . . , EN ,
если i < N . Если же k < N , то решение в точках
k + 1, . . . , N еще отсутствует и степень интерпо-
ляции полинома понижается до k, а в качестве
узловых используются точки E0, . . . , Ek. Таким
образом, степень интерполяционного полинома,
аппроксимирующего функцию q(t, E) под инте-
гралом

Iki =

Ei∫
Ei−1

dE′W (Ek → E′)q(t, E′)

определяется формулой n(k, i) = min{k, N}, а
номер крайнего правого узла интерполяции

m(k, i) =
{

n(k, i), i < N
i, i � N.

Используя для интерполяции полиномы Ла-
гранжа

Ln
ij(E) =

n∏
r=0

r �=m−j

(E−Em−r)/(Ej−Em−r), E ∈ ∆Ei

представим решение q(t, E) на i-том отрезке в
виде

q(t, E) =
m∑

j=m−n

Ln
ij(E)q(t, Ej),

Интегральный член уравнения (3) примет вид

Ek∫
E0

dE′W (Ek → E′)q(t, E′) =

=
k∑

i=1

Ei∫
Ei−1

dE′W (Ek → E′)×

×

 m∑

j=m−n

Ln
ij(E)q(t, Ej)


 =

k∑
i=1

akiq(t, Ei),

где коэффициенты akj , зависящие от инклюзив-
ных операторов, определяются выражением

akj =
k∑

i=1

∆kij

m∑
s=m−n

δsj ,

∆kij =

Ei∫
Ei−1

dE′W (Ek → E′)Ln
ij(E

′). (4)

С учетом последнего равенства уравнение (3)
примет вид:[

∂

∂t
+ Ak

]
qk(t) −

k−1∑
i=1

akiqi(t) = Qk(t), (5)

где Ak(t) = σk(t) − akk, qk(t) ≡ q(t, Ek).
Вводя последовательность глубин tl (l =

0, 1, . . . ; ∆t = tl+1 − tl) и обозначения

qk,l ≡ qk(tl), Q′
k(t) = Qk(t) +

k−1∑
i=1

akiqi(t),

запишем решение уравнения (5), рассматривая
значение qk,l−1 в качестве граничного условия:

qk,l = qk,l−1 exp


−

tl∫
tl−1

Ak(t′) dt′


+

+

tl∫
tl−1

Q′
k(τ) exp


−

tl∫
τ

Ak(t′) dt′


 dτ (6)
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Таким образом, мы приходим к следующей схе-
ме решения уравнения (2). Используя граничное
условие q0,0 и правые части Q′

0 = Q0(t), по фор-
муле (6) находим значение q0,l для l от 1 до неко-
торого значения L. Полагая затем в (6) k = 1 и
используя найденные значения q0,l, получаем q1,l

для той же области изменения l. Повторим эту
процедуру до k = kmax, вновь возвращаемся к
k = 0 и строим аналогичным образом решения в
области L+1 < l < 2L, используя qk,L в качестве
граничных условий и т.д.
Участвующие в расчете коэффициенты (4) мо-

гут быть вычислены предварительно (числен-
ными методами), а выполнение интегрирования
в (6) удобно провести, аппроксимируя подын-
тегральные функции подходящими полиномами
степени L.
При проведении этих расчетов мы полагали

L = 1, а в качестве аппроксимирующих полино-
мов использовали эрмитовы кубические сплайны
S3,2(x) (кубические интерполяционные сплайны
дефекта 2) [40].
Если в узлах сетки ∆ : a = x1 < x2 < . . . <

xn = b заданы значения некоторой функции y(x)
и ее производной y′(x), то эрмитовым кубическим
сплайном называют функцию S3,2(x), удовлетво-
ряющую условиям [40]:

1. на каждом промежутке [xi, xi+1]

S3,2(x) = di0 + di1(x − xi) + di2(x − xi)2+

+ di3(x − xi)3; (7)

2.

S3,2(xi) = yi, S′
3,2(xi) = y′

i, i = 0, . . . , n. (8)

После вычисления коэффициентов dij исходя
из условий интерполяции (8), нетрудно получить:

S3,2(x) = ϕ1(ξ)yi + ϕ2(ξ)yi+1+
+ ϕ3(ξ)hiy

′
i + ϕ4(ξ)hiy

′
i+1. (9)

Здесь
ξ = (x − xi)/hi,

hi = xi+1 − xi,

ϕ1(ξ) = (1 − ξ)2(1 + 2ξ),

ϕ2(ξ) = ξ2(3 − 2ξ),

ϕ3(ξ) = ξ(1 − ξ)2,

ϕ4(ξ) = ξ2(1 − ξ).

Аппроксимируя подынтегральную функцию в (6)
сплайном S3,2 в соответствии (9) при Ak =const,

например, находим:

tl∫
tl−1

dx exp {−Ak(tl − x)}Q′
k(x) =

=

tl∫
tl−1

dxS3,2(x) = (tl − tl−1)(fl + fl−1)/2+

+ (tl − tl−1)2(f ′
l−1 − f ′

l )/12, (10)

где

fl−1 = exp {−Ak(tl − tl−1)}Q′
k(tl−1), fl = Q′

k(tl),

f ′
l−1 = Akfl−1 + exp {−Ak(tl − x)}×

×
k−1∑
i=1

aki(∂qi/∂x)|x=tl−1 , (11)

f ′
l = Akfl +

k−1∑
i=1

aki(∂qi/∂x)|x=tl
,

Из (10-11) видно, что для вычисления интегра-
ла необходимы производные (∂qk/∂x) |x=tl, x=tl−1 .
Они могут быть найдены по известным qk с по-
мощью уравнения (5):(

∂qk

∂x

)∣∣∣∣
x=tl

= Q′
k(tl) − Akqk,l,

(
∂qk

∂x

)∣∣∣∣
x=tl−1

= Q′
k(tl−1) − Akqk,l−1.

3. Анализ сходимости расчетной
схемы и сопоставление с
результатами монте-карловских
программ

Исследование сходимости представленной схе-
мы проводилось следующим образом. Вначале,
для логарифмически равномерного разбиения по
энергии Ei+1/Ei = 101/NE с заданным NE , про-
изводилось вычисление коэффициентов aki. По-
сле этого, выполнялся ряд коротких тестовых
расчетов вероятности выживания по формуле (6)
для определения значения шага по глубине ∆t.
Как показали эти тесты, вероятности выживания
Pµ(t, E) перестают изменяться при шаге ∆t ≤
2 г/см2 для NE = 50, для NE = 800 необходимо
брать ∆t ≤ 1 г/см2. Таким образом, результаты
наших расчетов зависят только от числа разби-
ений на порядок по энергии. Мы последователь-
но удваивали NE , начиная с NE = 50 до значе-
ния NE = 800, которое обеспечивает 1% точность
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вычисления интенсивности мюонов. Результаты
данного исследования представлены на рис. 2, 3.

Обсудим сначала поведение вероятностей вы-
живания. Чтобы провести сопоставление с расче-
тами, выполненными с помощью кода MUM, на
рис. 2 мы приводим вероятности выживания для
тех же, что и в работе [10], начальных энергий
мюонов и глубин в пресной воде. Сплошные ли-
нии на рисунке обозначают коридор, полученный
в [10] путем ±1% варьированиия полных потерь
энергии мюонов, т.е. погрешность расчетов, обу-
словленную неопределенностью в сечениях взаи-
модействий. Точечной линией показан результат
для ионизации, включенной в непрерывные поте-
ри энергии (НПЭ) и νcut=10−4 в остальных про-
цессах. Чтобы оценить величину погрешности,
вносимой использованием этого приближения с
помощью нашего метода, необходимо произвести
простое обобщение расчетной схемы с учетом то-
го, что в уравнении (2) появится новое слагае-
мое βi(E)∂q̄(t, E)/∂E и исчезнет соответствую-
щий интеграл столкновений. Такие вычисления
представлены на рис. 2, 3 пустыми кружками, а
результаты, полученные с учетом флуктуаций во
всех потерях энергии, показаны черными круж-
ками. Из приведенных данных видно, что наш
метод достаточно быстро сходится и, за исклю-
чением малых вероятностей выживания, разница
между расчетами для 400 и 800 групп состав-
ляет десятые доли процента. Принимая во вни-
мание ∼ 1% отличие в потерях энергии, можно
констатировать, что наш расчет находится в хо-
рошем согласии с расчетом работы [10]. Как и
следовало ожидать, неучет флуктуаций в иони-
зационных потерях наибольшим образом сказы-
вается на Pµ(t, E) мюонов с энергиями < 10 ТэВ,
для которых эти потери доминируют на значи-
тельной части пути, и приводит к занижению ве-
роятностей выживания на последнем отрезке тра-
ектории. Интересно отметить полное совпадение
описанной качественной картины влияния этого
приближения на расчеты характеристик мюонов
с полученной с помощью кода MUM [10].

Представленные на рис. 2 данные свидетель-
ствуют о том, что наш метод не обеспечивает до-
статочную точность расчета малых вероятностей
выживания при NE = 800 и что приближение
НПЭ также вносит существенную ошибку. Одна-
ко, как видно из рис. 3, эти погрешности оказы-
вают лишь слабое влияние на точность вычисле-
ния интенсивности мюонов (расчет для спектра
из работы [38]). Изменение результата при пе-
реходе от 400 к 800 разбиениям на порядок по
энергии ведет к менее, чем 1% изменению Iµ для
всех глубин, а приближение НПЭ на ионизацию

приводит, как и в [10], всего к 2–3% занижению
интенсивности мюонов. Объясняется это двумя
обстоятельствами. Первое, отмеченное в [10], то,
что погрешности в расчете Pµ(t, E) имеют разные
знаки для различных энергий мюонов на задан-
ной глубине, т.е. и малое число групп, и прибли-
жение НПЭ приводят к завышению больших ве-
роятностей выживания и занижению малых, по-
этому данные погрешности частично компенси-
руются при интегрировании по спектру мюонов.
Второе обстоятельство можно понять из рис. 4,
где представлена зависимость вероятности выжи-
вания мюонов в пресной воде от энергии для глу-
бин от 1 до 20 км. Точки на кривых соответству-
ют энергиям E∗

µ, определяемым соотношением

αIµ =

E∗
µ∫

Eth

Pµ(t, E)Sµ(E)dE,

где α=0,05, 0,5 и 0,95 для нижней, средней и
верхней точек соответственно. Как видно из это-
го рисунка, мюоны с малыми вероятностями вы-
живания на самом деле практически не дают
вклада в интегральную интенсивность для глу-
бин � 12 км в.э., лишь с этой глубины мюоны
с Pµ(t, E) <1% начинают существенно влиять на
расчет интенсивности мюонов.
На следующем рис. 5 представлено сопостав-

ление наших расчетов для NE = 800 с вероятно-
стями выживания, полученными с помощью кода
MUSIC (данные взяты из работы [10], в кото-
рой показано, что вероятности выживания, полу-
ченные с помощью MUM и MUSIС совпадают
в пределах статистических погрешностей). Дан-
ное сопоставление также свидетельствует об удо-
влетворительном, с учетом 1% отличия в потерях
энергии, согласии результатов.
Таким образом, проведенное рассмотрение по-

казывает, что предложенный метод обеспечива-
ет ∼ 1% точность расчета интегральных харак-
теристик мюонной компоненты на больших глу-
бинах в поглотителе уже при NE = 400. Зави-
симость результатов от шага по глубине при вы-
боре ∆t � 1 − 2 г/см2 отсутствует. Из обсужде-
ния, проведенного в части 1 и из рис. 3 видно,
что достигнутая точность расчета интенсивности
мюонов более чем достаточна, поскольку неопре-
деленности в исходном спектре, потерях энергии
мюонов и свойствах грунта над установками вно-
сят на порядок большую ошибку. Предваряя по-
следующее обсуждение, отметим, что наш расчет
дает верхнюю, по сравнению с MUM и MUSIC,
оценку расчетной интенсивности мюонов на за-
данной глубине (см. рис. 3), что обусловлено на
∼ 1% меньшими потерями энергии.
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Рис. 2. Зависимость вероятности выживания мюонов в пресной воде от числа разбиений на порядок
по энергии NE : • — учет флуктуаций во всех потерях энергии, ◦ — расчет с непрерывными потерями
на ионизацию. Cплошные и точечная линии — расчет с использованием кода MUM [10]. Подробности
см. в тексте
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Рис. 3. Зависимость интенсивности мюонов на различных глубинах в пресной воде от числа разбиений
на порядок по энергии NE . Расчет для спектра из работы [38]. Остальные обозначения как на рис. 2

52



Валидация спектра мюонов на уровне моря

 

 

 

 

 

 
      

1 3 5 7 9 12 16 20

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
P

µ
(E

,t
)

пресная вода

Eµ, ГэВ

102 103 104 105 106 107

Рис. 4. Вероятности выживания мюонов в пресной воде. Цифры у кривых — глубина в километрах.
Смысл точек на кривых следующий: нижняя и верхняя точки соответствуют энергиям, обеспечиваю-
щим 5% и 95% интенсивности мюонов на данной глубине, средняя точка — медианной энергии

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

1 10 102 103

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

P
µ
(E

,t
)

t, км в.э.

Рис. 5. Вероятности выживания мюонов в пресной воде. Сплошная линия — наш расчет, ◦ — данные
кода MUSIC [9]. Цифры у кривых — энергии мюонов в ТэВ

53



А.А. Лагутин, А.В. Юшков

Все приведенные далее результаты расчетов
интенсивности мюонов в различных типах грун-
та и пресной воде получены при NE = 800 и
∆t = 1 г/см2.

4. Сопоставление с данными
подземных экспериментов

Основной целью сопоставления расчетных кри-
вых поглощения мюонов с данными подземных
и подводных экспериментов является выяснение
поведения спектра первичных нуклонов и спек-
тров пионов и каонов в атмосфере. В работе [27]
с применением данного подхода также проведе-
но подробное рассмотрение предсказаний различ-
ных моделей генерации чарма и показано, что
неопределенности в этих моделях и в экспери-
ментальных данных настолько велики, что не
позволяют отдать предпочтение какому либо из
механизмов образования прямых мюонов. К ска-
занному следует добавить и неопределенность в
спектрах ПКИ, поскольку результаты нашей ра-
боты [3] говорят о том, что сейчас практиче-
ски нет данных, которые могли рассматривать-
ся в качестве опорных даже при расчетах пото-
ков мюонов начиная с энергий 100 ГэВ, а для
энергий > 10 ТэВ, где становится существенен
вклад чармированных частиц, соответствующие
данные прямых измерений спектров ПКИ отсут-
ствуют. В связи с этим, в данной работе мы будем
рассматривать поведение спектров мюонов толь-
ко в той области энергий, в которой эксперимен-
тальные данные достаточно однозначны для того,
чтобы восстановить спектр первичных нуклонов.
Сопоставление расчетной и измеренных кривых
“глубина-интенсивность” позволит уточнить вы-
воды относительно величины дефицита мюонов,
полученные в [3], так как результаты некоторых
подземных экспериментов либо не переведены к
уровню моря, либо переведены не вполне кор-
ректно.
Анализ данных, представленных на рис. 6–9

позволяет сделать следующие выводы:

а) хотя данные подводных (подледных) экспе-
риментов не содержат методической ошиб-
ки, связанной с неточным знанием характе-
ристик поглотителя над установкой и поэто-
му исследования спектра мюонов с их помо-
щью считаются наиболее перспективными,
неопределенность, существующая в них в
настоящее время, не позволяет отдать пред-
почтение какому либо из используемых нами
спектру мюонов;

б) до глубин ∼ 8 км в.э. спектр БМН хо-
рошо описывает экспериментальные данные

установок KGF, LVD и данные, приведен-
ные к стандартному грунту, хотя послед-
ние и имеют достаточно большой разброс.
Для бо́льших глубин, соответствующих ме-
дианной энергии мюонов на уровне моря >
10 ТэВ, несогласованность измерений слиш-
ком велика, что не позволяет извлечь какую-
либо определенную информацию о поведе-
нии спектра мюонов на уровне моря;

в) спектр НО противоречит практически всем
данным подземных экспериментов;

г) хорошее согласие спектра БМН с данными
LVD и KGF как в грунте, так и на уровне мо-
ря, свидетельствует о корректности приме-
няемой в этих экспериментах процедуры пе-
ресчета от кривой “глубина-интенсивность”
к спектру мюонов на поверхности. В то же
время в эксперименте MACRO данная опе-
рация была выполнена неверно. Такой вы-
вод следует из факта, что с использованием
спектра мюонов на уровне моря [1] невоз-
можно воспроизвести полученную в экспе-
рименте MACRO кривую поглощения мюо-
нов. Для этого необходимо привлекать боль-
ший поток мюонов на уровне моря, а это
в свою очередь означает, что данные уста-
новки MACRO существенно противоречат
прямым измерениям интенсивности мюонов
установки L3+C в перекрывающемся диапа-
зоне энергий, что лишний раз указывает на
необходимость дальнейшего уточнения пове-
дения спектра мюонов для энергий, больших
нескольких сотен ГэВ.

Таким образом, проведенное рассмотрение по-
казывает, что наилучшим образом эксперимен-
тальные данные подземных установок до глубин
< 8 км в.э. описываются спектром БМН. Как от-
мечено в п. 1, этот спектр может быть получен
только исходя из завышенного на ∼ 45% пото-
ка первичных нуклонов. Принимая во внимание
то, что наш расчет, ввиду заложенных более низ-
ких потерь энергии, дает верхнюю оценку интен-
сивности мюонов на заданной глубине по срав-
нению с кодами MUM и MUSIC, можно сделать
вывод о том, что недооценка потока атмосфер-
ных мюонов, вычисленного с применением совре-
менных моделей адрон-ядерных взаимодействий
и данных прямых измерений спектров первичных
ядер, составляет величину порядка 50% в диа-
пазоне энергий 1–10 ТэВ. Возможные причины,
обуславливающие данное разногласие, подробно
обсуждались нами в работах [3,41].
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Рис. 6. Вертикальная интенсивность мюонов в грунте КГФ. Экспериментальные данные: 1964 — [42],
1990 — [43]. Кривые поглощения: пунктир — для спектра из [27], сплошная линия — для спектра
работы [3]
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Заключение

Представленный в работе метод расчета харак-
теристик мюонной компоненты на больших глу-
бинах в поглотителе, заключающийся в числен-
ном решении сопряженного уравнения перено-
са, обладает двумя достоинствами: полный учет
флуктуаций потерь энергии во всех процессах
взаимодействий и высокая скорость счета. Про-
веденное сопоставление с результатами, полу-
ченными с помощью монте-карловских программ
MUM и MUSIC еще раз продемонстрировало, что
данная задача является одной из наиболее точ-
но решаемых задач в физике космических лу-
чей. Даже приближение непрерывного замедле-
ния при описании ионизационных потерь мюо-
нов, применявшееся в ряде более ранних работ
(см. библиографию в [8, 27, 58]), вносит лишь
2–3% погрешность в вычисления интенсивности
мюонов. Таким образом, основной проблемой при
восстановлении спектра мюонов на уровне мо-
ря является значительный разброс в существу-
ющих данных подземных и подводных устано-
вок, поэтому необходимо проведение новых, бо-
лее точных наблюдений. Наиболее перспектив-
ны с этой точки зрения подводные и подледные
эксперименты, лишенные существенной методи-
ческой ошибки, связанной с неполным знанием
свойств поглотителя. Тем не менее, несмотря на

указанную несогласованность, из сопоставления
расчетных кривых поглощения с экспериментом
можно сделать вывод о том, что использованный
нами в качестве нижней оценки потока мюонов
на уровне моря спектр [3], противоречит дан-
ным практически всех подземных установок, в
то время как спектр мюонов, полученный в ра-
боте [27], хорошо согласуется с большинством
измерений. Отсюда следует, что дефицит пото-
ка мюонов на уровне моря, рассчитанного с ис-
пользованием данных прямых измерений спек-
тров первичных ядер и современных, основанных
на теории Грибова-Редже, моделей ядерных вза-
имодействий, составляет величину порядка 50%
в диапазоне энергий 1–10 ТэВ. Причины возник-
новения данной проблемы подробно рассматрива-
лись нами в работах [3,41].
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