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Распределение первого пробега в галактической
среде фрактального типа

Представлены результаты исследования распределения свободного пробега частицы в резко неоднородной слу-
чайной среде фрактального типа. Для моделирования среды использован метод случайных блужданий со степен-
ным распределением пробега. Установлено, что распределение первого пробега в среде с массовой фрактальной
размерностью 0 < dM < 2 имеет степенную асимптотику p(r) ∼ r−α−1. Исследована зависимость показате-
ля α от фрактальной размерности среды при различных предположениях о сечении взаимодействия частицы с
элементарными неоднородностями среды. Приведенные результаты обсуждаются в связи с задачей обобщения
и уточнения параметров модели аномальной диффузии космических лучей в межзвездной среде фрактального
типа.

1. Введение

Решение ключевой для современной астрофи-
зики проблемы происхождения космических лу-
чей экстремально высоких энергий невозмож-
но без знания закономерностей распростране-
ния космических частиц в межзвездной сре-
де. Исследования последних лет (см., напри-
мер, [1–10]) свидетельствуют, что неоднородно-
сти в пространственном распределении вещества
и магнитного поля Галактики, определяющие ха-
рактер распространения космических частиц, на-
блюдаются в широком диапазоне масштабов. Та-
ким образом, принятая на протяжении длитель-
ного времени диффузионная модель (см., напри-
мер, [11,12]), неявно предполагающая квазиодно-
родность среды, в которой происходит процесс
переноса, оказывается, строго говоря, неприме-
нимой.
Необходимость учета фрактальных свойств

межзвездной среды стимулировала развитие но-
вых моделей распространения космических лу-
чей. В наших недавних работах [13–15] была
предложена модель аномальной диффузии, при-
водящая к уравнениям переноса с производны-
ми дробного порядка. Аномальность диффузии
в этой модели обусловлена тем, что при распро-
странении частиц в средах с выраженными неод-
нородностями вещества и поля на разных мас-
штабах возмножны как сверхбольшие (по срав-
нению с предсказаниями стандартной диффузи-
онной модели) свободные пробеги в крупномас-
штабных пустотах, так и длительное удержание
в относительно компактных областях-ловушках.
При этом для корректной формулировки модели
аномальной диффузии, обоснования параметров
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модели и выяснения их физического смысла, в
том числе связи с параметрами среды, важнейшее
значение имеет распределение свободного пробе-
га частицы, а также времени удержания частицы
в ловушках.
В настоящей работе проведено численное моде-

лирование методом Монте-Карло переноса части-
цы во фрактальной среде. Исследовано распре-
деление первого пробега. Приведенные результа-
ты обсуждаются в связи с задачей обобщения и
уточнения параметров модели аномальной диф-
фузии космических лучей в межзвездной среде
фрактального типа.

2. Моделирование фрактальной
среды

Для моделирования фрактальной среды ис-
пользована модификация [16–18] алгоритма Ман-
дельброта [19]: гипотетическая частица соверша-
ет в трехмерном пространстве изотропные слу-
чайные блуждания с распределением по пробегам

P (l > x) =
{

(x/x0)−α′
, x ≥ x0,

0, 0 < x < x0,
(1)

где масштабный параметр x0, как легко видеть,
имеет смысл минимального пробега. Элементар-
ные точечные неоднородности среды, структурой
которых можно на рассматриваемых масштабах
пренебречь, располагаются в узлах траектории
блуждающей частицы. Когда узел попадает за
пределы области моделирования (сферы радиу-
са R с центром в начале траектории), разыгры-
вается критический ветвящийся процесс: с веро-
ятностью q0 траектория обрывается, с вероятно-
стью q1 - сохраняется, с вероятностью q2 = q0 -
делится на две траектории, каждая из которых
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Рис. 1. Фрактальные множества, полученные при помощи модификации [16–18] алгоритма Мандель-
брота [19]. а) dH = 1.0, б) dH = 1.75.

в дальнейшем моделируется таким же образом.
Пробеги всех частиц разыгрываются из прежнего
распределения (1), и если какая-нибудь из этих
частиц возвращается в область моделирования,
ее моделирование вновь продолжается без погло-
щений и ветвлений до нового выхода за преде-
лы сферы. С целью избежать выделенности на-
чальной точки, из начала координат разыгрыва-
ются две случайных траектории, и их объедине-
ние рассматривается как одна реализация среды.
Описанным методом было произведено модели-

рование случайной среды для различных значе-
ний показателя α′. Массовая фрактальная раз-
мерность dM получившегося множества находи-
лась стандартным способом [19], используя свой-
ство

〈N(r)〉 ∼ rdM , (2)

где 〈N(r)〉 - среднее число элементарных неодно-
родностей в шаре с радиусом r с центром в на-
чале координат, усреднение производится по ре-
ализациям случайной среды.
Кроме того, для каждой реализации оценива-

лась фрактальная размерность Хаусдорфа dH , ис-
ходя из соотношения (см., например, [20])

N(ε) ∼ ε−dH , при ε → 0, (3)

где N(ε) - число ячеек размера ε кубической про-
странственной сетки разбиения области модели-
рования, занятых точками среды. Индивидуаль-
ные оценки dH затем усреднялись по случайным
реализациям.

На рис. 1 показаны примеры фрактальных мно-
жеств, полученных описанным выше способом.
Отметим, что для обеих реализаций приведен-
ных на рис. 1 при фиксированном радиусе обла-
сти моделирования R = 100, значение параметра
x0 распределения по пробегам (1), было выбрано
таким образом, чтобы получить приблизительно
одинаковое количество узлов траекторий (∼ 105).
Хорошо видно, что для среды с меньшим значе-
нием фрактальной размерности характерны более
высокая плотность вещества (и, соответственно,
поля) в компактных скоплениях и одновременно
с этим бóльшие по размеру пустоты.
На рис. 2 приведены зависимости размерности

Хаусдорфа dH и массовой размерности dM от по-
казателя α′ распределения по пробегам (1). Как
видно, в области 0 < α′ � 1 значения dH и dM

совпадают между собой и равны α′. С увели-
чением α рост обеих размерностей замедляется.
При этом массовая размерность оказывается за-
метно больше размерности Хаусдорфа. Значение
dM = 2 является предельным значением массовой
фрактальной размерности, которое можно полу-
чить в рамках данного алгоритма моделирования
(см. [17, 18]).

3. Распределение первого пробега
при диффузии на фракталах

Для исследования распределения свободного
пробега частицы, распространяющейся во фрак-
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Рис. 2. Зависимости размерности Хаусдорфа dH и массовой размерности dM от показателя α′ рас-
пределения по пробегам (1).

тальной среде, были использованы результаты
следующего численного эксперимента.
Согласно алгоритму, описанному в п. 2, моде-

лируется случайная реализация среды. Частица
начинает движение из начала координат в изо-
тропно выбранном направлении. Затем находит-
ся ближайшая к началу координат точка среды,
расположенная на расстоянии d ≤ ρ от полупря-
мой, задающей траекторию частицы. Расстояние
от найденной таким образом точки до начала тра-
ектории принимается в качестве длины первого
пробега. Параметр ρ, очевидно, задает сечение
σ = πρ2 взаимодействия частицы с элементар-
ными неоднородностями среды. Другими слова-
ми, точечные элементарные неоднородности ис-
ходной среды заменяются шарами заданного ра-
диуса ρ, после чего определяется расстояние от
начала координат до центра шара, с которым ча-
стица совершает первое столкновение.
В наших расчетах для каждой реализации сре-

ды, моделировалось 104 траекторий. Затем про-
водилось усреднение полученного распределения
пробегов по 500 реализациям среды при фикси-
рованных значениях параметров α′, R/x0 и ρ/x0.
Анализ результатов расчетов показал, что

плотность распределения длины первого пробега
имеет степенную асимптотику

p(r) ∼ A(α)r−α−1. (4)

На рис. 3 показаны зависимости показателя α+1

от массовой фрактальной размерности среды dM

при R/x0 = 100 и ρ/x0 = 0.01, 0.25, 1.0, 2.0, 10.0.
Как видно из рис. 3, при ρ � x0 связь между

показателем асимптотики распределения длины
первого пробега и массовой фрактальной размер-
ностью среды имеет вид α + 1 = 3 − dM . Этот
результат совпадает с результатом работы [21],
где распределение длины свободного пробега ча-
стицы во фрактальной среде было получено ана-
литически для случая среды с неперекрывающи-
мися неоднородностями (ρ ≤ δmin/2, где δmin - ха-
рактерное минимальное расстояние между двумя
элементарными неоднородностями среды).

Рост параметра ρ приводит к нарушению ли-
нейной зависимости α(dM ), что, как показано
в [21], связано со слабыми отклонениями от сте-
пенной асимптотики (4), проявляющимися при
конечных размерах среды.

При дальнейшем увеличении ρ элементарные
неоднородности, рассматриваемые как мишени
радиуса ρ для распространяющейся в среде ча-
стицы, могут перекрываться, образуя простран-
ственные конфигурации сложной формы. Фор-
мально это приводит к нарушению скейлингово-
го свойства фрактальной среды (2) на масшта-
бах r � 2ρ. Следует заметить, что для алгорит-
ма моделирования среды, использованного в на-
стоящей работе, минимальное расстояние меж-
ду элементарными неоднородностями ограниче-
но сверху значением x0 (см. (1)). Отсюда следу-
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Рис. 3. Показатель α +1 распределения длины первого пробега в зависимости от массовой фракталь-
ной размерности среды dM . Результаты настоящей работы (R/x0 = 100, ρ/x0 = 0.01, 0.25, 1.0, 2.0, 10.0)
и данные Коробко [17]

ет верхняя оценка границы применимости при-
ближения неперекрывающихся неоднородностей:
ρ ≤ x0/2. Наши расчеты показывают, что сте-
пенная асимптотика распределения по пробегам
сохраняется и при бóльших значениях ρ вплоть
до ρ ∼ 0.1R, однако имеет место значительное
укручение распределения по сравнению со слу-
чаем малых сечений. Зависимость α(dM ) стано-
вится резко нелинейной и содержит отчетливый
минимум (см. рис.3).
В заключение отметим, что наши результаты

удовлетворительно согласуются с данными рабо-
ты [17] (см. рис.3), в которой использовался тот
же алгоритм моделирования среды и расчета про-
бега при ρ < x0, а распределение пробегов усред-
нялось по различным точкам среды, принимае-
мым в качестве источников частиц.

4. Заключение

Корректное описание процесса распростране-
ния космических лучей в Галактике требует
учета фрактальных свойств межзвездной среды.
Важнейшими характеристиками, определяющи-
ми диффузию во фрактальной среде, содержащей
разномасштабные неоднородности вещества и по-
ля, являются распределение свободного пробега
и распределение времени пребывания в компакт-
ных областях-ловушках.

В настоящей работе проведено численное мо-
делирование методом Монте-Карло процесса пе-
реноса частицы в случайной среде фрактально-
го типа с массовой размерностью 0 < dM < 2.
Установлено, что распределение первого пробега
характеризуется степенной асимптотикой с пока-
зателем α, который определяется как размерами
и фрактальной размерностью среды, так и се-
чением взаимодействия частицы с элементарны-
ми неоднородностями. Показано, что соотноше-
ние α + 1 = 3− dM справедливо лишь в предель-
ных случаях бесконечно протяженной среды или
бесконечно малых сечений. Таким образом, учет
зависимости сечения взаимодействия с неодно-
родностями от энергии и типа частицы, необхо-
дим для корректного описание процесса переноса
в среде фрактального типа.
Результаты настоящей работы могут быть ис-

пользованы для обобщения модели аномальной
диффузии космических лучей в Галактике.
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