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Рассматривается диффузия электронов высокой энергии в галактической среде, моделируемой средой фрак-
тального типа. Получено выражение для энергетического спектра электронов в случае точечного источника
со степенным спектром инжекции частиц с учетом потерь энергии на синхротронное излучение и обратный
комптон–эффект при условии, что коэффициент аномальной диффузии степенным образом зависит от энергии.
По экспериментальным данным установлено, что показатель спектра генерации электронов в молодых локальных
источниках p ≈ 2.85

Наблюдения нетеплового радиоизлучения Га-
лактики стимулировали исследования прохожде-
ния электронов высоких энергий через межзвезд-
ную среду. После основополагающей работы [1],
где в диффузионном приближении установлены
основные особенности модификации энергетиче-
ского спектра электронов, инжектируемых источ-
никами, проблема расчета спектра электронов об-
суждалась в большом числе работ (см. напри-
мер [2–10]).
В работе [9] наблюдаемый в экспериментах

спектр электронов удалось описать в принятом
приближении нормальной диффузии при спектре
генерации частиц в источниках S ∝ E−2,2 и энер-
гетической зависимости коэффициента диффузии
D ∝ E−0,6 в предположении, что высокоэнергич-
ный участок спектра (E ≥ 100 ГэВ) сформирован
локальными молодыми источниками (r ≤ 100 пк,
t ≤ 105 лет), а низкоэнергетичный — удалённы-
ми (r ≥ 1 кпк) источниками Галактики. Другими
словами, спектр электронов в [9] воспроизводят
путем объединения двух гауссианов, описываю-
щих вклады от двух отмеченных выше групп ис-
точников.
В данной работе, рассматривая распростране-

ние электронов в Галактике, мы отказываемся от
предположения работ [1–10] о квазиоднородности
среды и предполагаем, что галактическая среда
является средой фрактального типа. Фракталь-
ная Галактика в первом (грубом) приближении
может рассматриваться как среда, состоящая из
намагниченных облаков разных масштабов, нахо-
дящихся в немагнитном нейтральном газе. Дви-
жение электронов в такой среде представляет со-
бой чередование быстрых “полётов Ле́ви” (пря-
молинейных пробегов с плотностью распределе-
ния p(x) ∝ x−α−1 при r → ∞) и пребываний
в “ловушках” (намагниченных облаках, образу-
ющих фрактальную структуру). Характеристиче-
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ский показатель α определяется фрактальностью
среды.
Уравнение для концентрации электронов с

энергией E, создаваемой во фрактальной среде
с ловушками с конечным временем удержания
〈T 〉 распределением галактических источников с
плотностью S(r, t, E), с учетом энергетических
потерь запишется в виде

∂N

∂t
= −D(E, α)(−∆)α/2N(r, t, E)+

+
∂(b(E)N(r, t, E))

∂E
+ S(r, t, E). (1)

Здесь D(E, α) = D
(α)
0 Eδ — коэффициент ано-

мальной диффузии, b(E) — средняя скорость по-
терь энергии. Дробный лапласиан (−∆)α/2 [11]
отражает наличие больших пробегов электронов.
В рассматриваемой в данной работе области

энергий E > 1 ГэВ потери энергии b(E) обу-
словлены взаимодействием электронов с низкоча-
стотным фоновым электромагнитным излучением
(обратный комптон–эффект) и магнитным полем
(синхротронное излучение). Следуя [7], b(E) за-
пишем в виде

−dE

dt
= b(E) = βE2, (2)

где β ≈ 1, 1 · 10−16 (� · ���)−1 при плотности
фонового излучения ∼ 0, 75 эВ/см3 и H ∼ 5 мкГ.
Функция Грина G(r, t, E; r0, t0, E0) удовлетво-

ряющая уравнению

∂G

∂t
= −D(E, α)(−∆)α/2G +

∂(b(E)G)
∂E

+

+ δ(r − r0)δ(t − t0)δ(E − E0) (3)

и нулевым условиям на бесконечности, находится
с использованием стандартных замен [1] и преоб-
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разования Фурье. После проведения этих выкла-
док, получаем:

G(r, t, E; r0, t0, E0) = g
(α)
3

(
|r − r0|λ−1/α

)
×

× λ−3/α

b(E)
δ(t − t0 − τ)H(t − t0). (4)

Здесь

τ(E, E0) =

E0∫
E

dE′

b(E′)
,

λ(E, E0) =

E0∫
E

D(E′, α)
b(E′)

dE′,

H(τ) =
{

1, τ > 0,
0, τ < 0,

а g
(α)
3 (r) обозначает плотность трехмерного

сферически–симметричного устойчивого распре-
деления с характеристическим показателем α ∈
(0; 2] [12, 13].

Следует отметить, что g
(2)
3 (r) есть нормаль-

ное (гауссово) распределение, a g
(1)
3 (r) =[

π(1 + r2)
]−2

— распределение Коши. При дру-
гих значениях α плотности устойчивых распре-
делений g

(α)
3 (r) не выражаются через элементар-

ные функции. Однако, имеющиеся представления
устойчивых распределений g

(α)
m (r), m = 1, 3 в ви-

де сходящихся и асимптотических рядов и ин-
тегралов [13], приведенные в приложении в ка-
честве справки (исчерпывающий обзор проблемы
можно найти в монографии [13]), позволяют вы-
числить g

(α)
m (r) в других случаях. Примеры по-

ведения g
(α)
3 (r) при некоторых значениях харак-

теристического показателя α показаны на рис. 1.
В исследованиях распространения электронов

в Галактике часто используется другая форма за-
писи функции Грина, в которой вместо δ(t − τ)
используется дельта–функция Дирака по энерге-
тической переменной. Делая переход от t к E,
при r0 = 0, t0 = 0 с учетом (2) находим

G(r, t, E; E0) =
g
(α)
3

(|r|λ−1/α
)

λ−3/α(1 − βtE)2
×

× δ(E0 − E

1 − βtE
)H(1 − βtE)H(t). (5)

При α = 2, когда g
(2)
3 (r) есть нормальное распре-

деление, из (5) получаем известный результат [1]
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Рис. 1. Зависимость плотности вероятности трех-
мерного сферически-симметричного устойчивого
распределения от радиальной переменной при
различных значениях характеристического пока-
зателя α

модели нормальной диффузии:

G(r, t, E; E0) =
exp

(−r2/4λ
)

(4πλ)−3/2(1 − βtE)2
×

× δ(E0 − E

1 − βtE
)H(1 − βtE)H(t).

Используя функцию Грина (5), можно легко за-
писать решения уравнения (1) для различных ти-
пов источников. Так, для точечного мгновенного
источника со степенным по энергии спектром ин-
жекции частиц

S(r, t, E) = SME−pδ(r)δ(t)

имеем

N(r, t, E) = SME−p(1 − βtE)p−2λ(t, E)−3/α×
× g

(α)
3

(
rλ(t, E)−1/α

)
×

× H(t)H(1 − βtE), (6)

где, с использованием (2),

λ(t, E) =
D0E

δ−1

β(1 − δ)
[
1 − (1 − βtE)1−δ

]
.

Если источник точечный импульсный

S(r, t, E) = SиE−pδ(r)H(T − t)H(t),

то

N(r, t, E) = SиE−p

min[t,1/(βE)]∫
max[0,t−T ]

dτλ(τ, E)−3/α×

× (1 − βτE)p−2g
(α)
3

(
rλ(τ, E)−1/α

)
. (7)
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Для точечного стационарного источника

S(r, E) = ScE
−pδ(r)

получаем

N(r, E) = ScE
−p

1/(βE)∫
0

dτλ(τ, E)−3/α×

× (1 − βτE)p−2g
(α)
3

(
rλ(τ, E)−1/α

)
. (8)

Следует отметить, что при βtE � 1 (или
E ≤ 100 ГэВ для β ∼ 10−16 ГэВ, t ∼ 105

���)
λ(t, E) = D(E, α)t. В этом случае выражение (7),
принимающее вид

N(r, t, E) =
SиE−p

D(E, α)3/α

t∫
max[0,t−T ]

τ−3/α×

× g
(α)
3

(
|r|(D(E, α)τ)−1/α

)
dτ, (9)

совпадает с полученными ранее в [17] решени-
ем задачи о диффузии частиц без учета потерь
энергии. В этих работах в результате анализа
зависимости показателя η энергетического спек-
тра наблюдаемых частиц N = N0E

−η от энергии
установлено, что в области малых энергий пока-
затель η связан с показателем спектра генерации
частиц в источнике соотношением

η = p − δ. (10)

Поскольку в области E ≈ (10 ÷ 102) ГэВ, где
влияние модуляционных эффектов мало, наблю-
даемый спектр формируется как близкими мо-
лодыми, так и многочисленными далёкими (r >
1 кпк) старыми (t > 106 лет) источниками, для
определения p из (10) необходимо иметь, прежде
всего, оценку показателя η спектра электронов
от локальных источников.
Выполненные нами расчеты спектров электро-

нов от далеких (r = 1, 2, 3 кпк) точечных ста-
ционарных источников с использованием (8) при
δ = 0, 27, установленного из анализа ядерной
компоненты космических лучей [18], коэффици-
енте диффузии D0 = (3÷5)·10−7(пк0,3/год), най-
денного в рамках метода [18], и α = 0, 3 позволя-
ют утверждать, что показатель спектра локаль-
ной компоненты η ∼ (2, 56 − 2, 60). Следователь-
но, для показателя спектра генерации электронов
в источнике получаем оценку p ∼ 2, 85.
Cледует отметить, что при проведении указан-

ного выше анализа использовались как спектры
электронов в межзвездной среде [19, 20], так и

данные [22–29]. Для учета солнечной модуляции
использовалась модель [21]

Jmod(E) =
E2 − (mec

2)2

(E + Φ)2 − (mec2)2
×

× J(E + Φ), (11)

где Φ = 600 МэВ, а me — масса электрона.

Результаты расчета спектра электронов в рай-
оне Солнечной системы от далеких и близких
молодых источников, представленных в табл. 1,
показаны на рис. 2. Видно, что при принятых в
работе параметрах p, δ, D0, α и T ≈ 104 лет для
локальных источников достигается удовлетвори-
тельное согласие с имеющимися эксперименталь-
ными данными [22–29].

Таким образом, в данной работе рассмотрена
диффузия электронов высокой энергии в галакти-
ческой среде, моделируемой средой фрактального
типа. Получено выражение для энергетического
спектра электронов в случае точечного источни-
ка со степенным спектром инжекции частиц с
учетом потерь энергии на синхротронное излу-
чение и обратный комптон–эффект при условии,
что коэффициент аномальной диффузии степен-
ным образом зависит от энергии. Найденный из
экспериментальных данных показатель спектра
генерации электронов в источниках p ≈ 2.85.

Таблица 1
Пространственно–временные координаты

принятых в расчетах ближайших источников
космических лучей

Принятый r, пк t, 105 лет Источник
источник данных
Lopus Loop 400 0.38 [14]
Monoceros 600 0.46 [14]
Vela 250 0.12 [15]
Cyg. Loop 770 0.20 [15]
CTB 13 600 0.32 [14]
S 149 700 0.43 [14]
STB 72 700 0.32 [14]
CTB 1 900 0.47 [14]
HB 21 800 0.23 [14]
HB 9 800 0.27 [14]
Monogem 300 0.86 [15]
Geminga 400 3.4 [15]
Loop I 100 2.0 [16]
Loop II 175 4.0 [16]
Loop III 200 4.0 [16]
Loop IV 210 4.0 [16]
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Рис. 2. Сопоставление результатов модели аномальной диффузии с экспериментальнымиданными [22–
29]

Приложение. Представление
сферически-симметричных
устойчивых распределений
интегралами и рядами

В [13] показано, что плотности вероятности
сферически-симметричных устойчивых распреде-
лений в трехмерном случае могут быть получены
с помощью следующих выражений:

g3(r; α) =
αr1/(α−1)

2π2r2(α − 1)|1 − α|×

×
π/2∫
0

exp
{
−rα/(α−1)U(φ; α, 0)

}
U(φ; α, 0)×

×
[
αrα/(α−1)U(φ; α, 0) − 1

]
dφ,

g3(r; α) =
1

2π2α

∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)!
Γ

(
2n + 3

α

)
r2n,

g3(r; α) =
1

2π2r

∞∑
n=1

(−1)n−1

n!
Γ (nα + 2)×

× sin
(παn

2

)
r−nα−2,

где

U(φ; α, β) =
[
sin(αφ + βπ/2)

cosφ

]α/(1−α)

×

× cos((α − 1)φ + βπ/2)
cosφ

.
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