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Спектр, массовый состав и анизотропия космических
лучей во фрактальной Галактике

Формулируется модель аномальной диффузии, в которой распространение космических лучей высокой энер-

гии в галактической среде моделируется фрактальными блужданиями (“полеты Леви” + ловушки со случайным

временем удержания, где частицы могут терять энергию и испытывать ядерные взаимодействия). Решение полу-

ченного уравнения диффузии с производными дробного порядка находится аналитическим и численным методами

с использованием теории дробно-устойчивых распределений. Обоснование параметров модели проводится путем

сопоставления теоретических результатов с данными экспериментов. Представлены результаты расчета энерге-

тического спектра, массового состава и анизотропии космических лучей в Галактике в энергетическом диапазоне

E = (102
÷ 1011) ГэВ, полученные в рамках данной модели. Показано, что главные особенности наблюдаемого

в районе Земли спектра могут быть объяснены аномальным характером распространения космических лучей в

межзвездной среде.

Введение

Проблема происхождения и ускорения косми-
ческих лучей является предметом исследований
в течение многих десятилетий. Ключевое место в
решении этой проблемы занимает вопрос о ха-
рактере распространения космических лучей в
Галактике. В принятом сегодня подходе прохо-
ждение космических лучей в межзвездной сре-
де описывают в рамках нормальной (гауссовой)
диффузионной модели [1,2]. В этой модели неяв-
но предполагается, что среда, в которой проис-
ходит диффузия частиц, является квазиоднород-
ной: неоднородной в малых масштабах и однород-
ной – в больших. Параметром процесса случай-
ных блужданий частиц является коэффициент
диффузии D, который определяется отношением
второго момента распределения пробегов части-
цы между неоднородностями 〈R2〉 к удвоенному
среднему времени скачка 〈T 〉:

D =
〈R2〉
2〈T 〉 . (1)

Без учета потерь энергии и ядерных взаимодей-
ствий уравнение нормальной диффузии для кон-
центрации космических лучей с энергией E, со-
здаваемой распределением источников с плотно-
стью S(r, t, E), имеет вид [1]

∂N

∂t
= D(E)∆N(r, t, E) + S(r, t, E), (2)

где ∆ – оператор Лапласа. Функцией Грина этого
уравнения является нормальное (гауссово) рас-
пределение по переменной |r|�

√

D(E)t.

Работа поддержана грантами программы “Университеты
России” №02.01.001 и РФФИ №04–02–16724.

Эксперименты последних лет, однако, убеди-
тельно показывают, что неоднородности в про-
странственном распределении вещества и маг-
нитного поля, обуславливающие хаотическое
движение космических лучей, наблюдаются на
разных масштабах ( см., например, [2–9]). Так
в [4] на основании детального анализа остатков
ряда сверхновых делается вывод, что сосущество-
вание в одном остатке сверхновой газовых компо-
нент с сильно различающимися физическими па-
раметрами (Te ∼ (5÷106)K, ne ∼ (0, 1÷103)см−3)
может быть понято только в рамках предполо-
жения о неоднородности невозмущенной меж-
звездной среды с резкими контрастами плотно-
сти. В [10, 11] сделаны оценки фрактальной раз-
мерности межзвездной галактической среды.

Нерегулярность распределения вещества и, в
силу связи плотности ρ с магнитным полем H ∝
ρq, q ∼ (1/2 ÷ 1/3) [5], магнитного поля Галак-
тики по крайней мере в масштабах l ≤ (100 ÷
150) пк и неприменимость, строго говоря, диффу-
зионного приближения (2) для описания распро-
странения частиц в средах с резкими контраста-
ми плотности [12,13] (см. также обсуждение это-
го вопроса в [1]) стимулируют разработку новых
моделей распространения космических лучей в
межзвездной среде.

Среди возможных направлений обобщения мо-
дели (2) главным является отказ от предполо-
жения о статистически однородном распределе-
нии неоднородностей. Поскольку сегодня хоро-
шо известно, что вследствие наличия турбулент-
ных потоков распределение вещества и магнит-
ного поля в Галактике имеет резко неоднород-
ный характер фрактального типа, то естествен-
но предположение о статистической однородно-
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сти распределения неоднородностей заменить на
более общее утверждение о фрактальном харак-
тере их распределения. Важным следствием это-
го предположения является степенное распреде-
ление пробегов частиц X в среде такого типа
P{X > x} ∝ x−α, x → ∞, α < 1 (так называемые
“полеты Ле́ви”), показатель которого определяет-
ся фрактальностью среды. Имеющиеся в насто-
ящее время экспериментальные данные позволя-
ют предполагать, что “полеты Ле́ви” могут иметь
важное значение, по крайней мере, в масштабах
r ≤ 300 пк [14].
Так как нельзя исключать и сильную запутан-

ность силовых линий магнитного поля в неод-
нородностях, вследствие чего вероятность дли-
тельного пребывания частиц в них отлична от
нуля, то наделение неоднородностей свойствами
“ловушек” может быть следующим направлением
обобщения модели. Если случайное время пребы-
вания частиц T в “ловушках” описывается рас-
пределением P{T > t} ∼ t−β , t → ∞, β < 1, то
среднее время пребывания в таких ловушках, на-
зываемых нами далее “ловушками Ле́ви”, равно
бесконечности. Понятно, что нельзя исключать
из рассмотрения неоднородности, среднее время
пребывания космических лучей в которых конеч-
но.
Переход от диффузии в однородной или ква-

зиоднородной среде к диффузии в среде фрак-
тального типа, характеризующейся наличием пу-
стот и сгущений на разных масштабах, приводит
к необходимости включения в модель распростра-
нения “полетов Ле́ви” и “ловушек Ле́ви”. Сегодня
установлено, что учет фрактальных свойств сре-
ды может быть осуществлен заменой операторов
∂/∂t и лапласиана ∆ в уравнении нормальной
диффузии операторами дробного дифференциро-
вания по временной и пространственной пере-
менным (см. обзоры [15–24]). Дробные операто-
ры, отражающие наличие больших пробегов ча-
стиц в пустотах и длительное “застревание” ча-
стиц в неоднородностях–ловушках, делают про-
цесс блуждания немарковским [23].
Именно такая модель фрактальных блужда-

ний положена недавно в основу нового подхода к
описанию распространения космических лучей в
неоднородной галактической среде [25–32]. Пове-
дение распределений свободных пробегов p(r, E)
и времени пребывания в неоднородностях q(t, E)
частицы с кинетической энергией E при r → ∞,
t → ∞ описывались выражениями

p(r, E) ∼ A(E, α)|r|−α−1, 0 < α < 2, (3)

q(t, E) ∼ B(E, β)t−β−1, 0 < β < 1. (4)

Первые расчеты показали, что укручение спек-
тра всех частиц в районе ∼ 3 · 106 ГэВ (“излом”)
можно объяснить при D ∼ Eδ и S ∼ E−γ(δ и γ –
константы), если предположить только степенное
распределение свободных пробегов частиц (3),
т.е. если включить в модель диффузии “полеты
Ле́ви”.

В данной работе мы развиваем этот подход и
формулируем основные результаты модели ано-
мальной диффузии космических лучей для энер-
гетического диапазона 102÷1011 ГэВ в рамках га-
лактической картины происхождения первичного
космического излучения.

1. Уравнение аномальной диффузии

в модели случайных
блужданий Монтролла–Вейса

Уравнение аномальной диффузии может быть
легко получено в рамках модели случайных
блужданий с непрерывным временем CTRW [33].
Этот подход использовался для формулиров-
ки и решения проблем в различных обла-
стях физики (см. последние обзоры [20, 21, 23,
24]. В модели CTRW считается, что части-
ца, испущенная источником, совершает прыжки
R1, R2, . . . , Rj , . . . ∈ Rm через случайные време-
на ожидания T1, T1 + T2, . . ., T1 + T2 + . . . + Tj ,
. . ., Ti ∈ R1

+. Случайные величины Ri и Ti неза-
висимы и их плотности распределений p(x) и
q(t) не зависят от времени и координат соответ-
ственно. Трансформанта Фурье-Лапласа распре-
деления частиц p(x, t), x ∈ Rm, t ∈ R1

+,

p(k, λ) =

∫

Rm

dx

∞
∫

0

dteik·x−λtp(x, t), k ∈ Rm

выражается через трансформанту Лапласа рас-
пределения времени ожидания,

q(λ) =

∞
∫

0

e−λtq(t)dt,

и Фурье-трансформанту распределения пробегов

p(k) =

∫

Rm

eik·xp(x)dx.

При изотропном блуждании p(k) есть функция
только |k|. В [33] показано, что для частицы,
стартовавшей в точке x = 0 в момент t = 0

p(k, λ) =
1 − q(λ)

λ
[

1 − p(k)q(λ)
] . (5)
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Понятно, что если
∫

Rm

p(x)|x|2dx ≡ 〈R2〉 (6)

и
∞
∫

0

q(t)tdt ≡ 〈T 〉 (7)

конечны, то центральная предельная теорема и
соотношение (5) должны приводить к уравнению
нормальной диффузии.
Действительно, в пределе r → ∞, t → ∞, что

эквивалентно k → 0, λ → 0 в соответствии с
тауберовой теоремой [34], имеем

p(k) ∝ 1 − 〈R2/2〉|k|2, k → 0, (8)

q(λ) ∝ 1 − 〈T 〉λ, λ → 0 (9)

и, при D = 〈R2〉/(2〈T 〉),

p(k, λ) ∝ pas(k, λ) =
1

λ + Dk2
. (10)

После выполнения обратного преобразования
Фурье-Лапласа получаем, как решение задачи,
распределение Гаусса

pas(x, t) = (4πDt)−m/2 exp{−x2/(4Dt)}. (11)

Преобразования равенства

λpas(k, λ) = −Dk2pas(k, λ) + 1,

полученного из (10), приводят к уравнению нор-
мальной диффузии:

∂pas(x, t)

∂t
= D∆pas(x, t) + δ(x)δ(t). (12)

В (12) δ(x) и δ(t) обозначают m-мерную и одно-
мерную дельта–функции Дирака соответственно.
Если величины (6) и (7) бесконечны, но при

r → ∞ и t → ∞ выполняются соотношения
∫

|x|>r

p(x)dx ∝ Ar−α, 0 < α < 1, (13)

∞
∫

t

q(τ)dτ ∝ Bt−β , 0 < β < 1, (14)

то, как известно, мы приходим к режиму ано-
мальной диффузии (см. недавний обзор [23]).
При условиях (13)–(14) равенства (8)–(9)

неверны. В соответствии с тауберовой теоре-
мой асимптотические выражения (13)–(14) обес-
печиваются следующими трансформантами p(k)
и q(λ) [35]:

1 − p(k) ∼ A′|k|α, k → 0, (15)

1 − q(λ) ∼ B′λβ , λ → 0. (16)

Здесь

A′ = 2−αA
Γ(m/2)Γ(1 − α/2)

Γ
(

(α + m)/2
) , (17)

B′ = Γ(1 − β)B. (18)

Подставляя выражения (15)–(16) в (5), получа-
ем

pas(k, λ) =
λβ−1

λβ + DA|k|α
, (19)

где
DA = A′/B′. (20)

Записывая (19) в виде

λβpas(k, λ) = −DA|k|αpas(x, t) + λβ−1

и выполняя обратное преобразование Фурье-
Лапласа, с использованием законов преобразова-
ния оператора Рисса (−∆)α/2 [36],

∫

Rm

eikx(−∆)α/2f(x) dx = |k|νf(k), (21)

и дробной производной Римана–Лиувилля
Dβ

0+ [36],

∞
∫

0

e−λtDβ
0+f(t)dt = λβf(λ), (22)

мы получаем уравнение аномальной диффузии в
дробных производных [23,24,35]

Dβ
0+pas(x, t) = −DA(−∆)α/2pas(x, t)+

+
t−β

Γ(1 − β)
δ(x). (23)

Выполняя дробное дифференцирование порядка
1− β обеих частей уравнения (23), окончательно
приходим к уравнению

∂pas(x, t)

∂t
= −DAD1−β

0+ (−∆)α/2pas(x, t)+

+ δ(x)δ(t). (24)

2. Уравнение аномальной диффузии

в модели Учайкина

Другой подход к описанию аномальной диф-
фузии частиц был недавно предложен Учайки-
ным [37]. В подходе [37] блуждание частицы так-
же представляет собой последовательную смену
двух состояний: состояния покоя, обозначаемого
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далее индексом (0), и состояния диффузии — (1).
Времена пребывания частицы в этих состояниях
считаются независимыми случайными величина-
ми, распределения которых описываются плотно-
стями q0(τ) и q1(τ). Предполагается также, что
среднее время T1 между выходом частицы из “ло-
вушки Ле́ви” и последующим попаданием в дру-
гую такую ловушку конечно, т.е.

T1 =

∞
∫

0

τq1(τ)dτ < ∞. (25)

В данной работе, в отличие от [37], считает-
ся, что диффузия частицы между “ловушками
Ле́ви”(состояние (1)) описывается плотностью ве-
роятности p(x, t), трансформанта Фурье которой
при k → 0 имеет вид

p(k, t) ∼ exp (−Dkαt) . (26)

Параметр D является коэффициентом диффузии
частицы между “ловушками Ле́ви”. Возможность
такого режима диффузии между ловушками до-
пускалась в [37].
Можно показать, что условие (26) описывает

режим диффузии между “ловушками Ле́ви”, ко-
гда частица, совершая “полеты Ле́ви”, пребывает
конечное время в неоднородностях, не входящих
в класс “ловушек Ле́ви”.
В [37] показано, что пространственное распре-

деление ρ0(x, t) частицы в момент t, начавшей
свою историю в момент t = 0 с попадания в ло-
вушку в точке x = 0, связано с пространствен-
ным распределением ρ1(x, t) частицы, начавшей
свою историю с выхода из ловушки в точке x = 0,
системой интегральных уравнений

ρ0(x, t) = Q0(t)δ(x)+

t
∫

0

dτq0(τ)ρ1(x, t − τ), (27)

ρ1(x, t) = Q1(t)p(x, t)+

+

t
∫

0

dτq1(τ)p(x, τ) ∗ ρ0(x, t − τ). (28)

В этих уравнениях символ (∗) означает операцию
свертки по пространственным переменным,

p(x, τ) ∗ ρ0(x, t − τ) ≡
∫

p(x′, τ)×

× ρ0(x − x′, t − τ)dmx′,

а

Qi(t) =

∞
∫

t

qi(τ)dτ.

Применяя к (27)–(28) преобразование Фурье–
Лапласа по координатам и времени, получаем:

ρ0(k, λ) =

∞
∫

0

dte−λt

∫

e−ikx×

×



Q0(t)δ(x) +

t
∫

0

dτq0(τ)ρ1(x, t − τ)



 dmx =

= Q0(λ) + q0(λ)ρ1(k, λ),

ρ1(k, λ) =

∞
∫

0

dte−λtQ1(t)p(k, t)+

+

∞
∫

0

dte−λt

t
∫

0

dτq1(τ)p(k, τ) ∗ ρ0(k, t − τ) =

=

∞
∫

0

dte−λte−DkαtQ1(t)+

+ ρ0(k, λ)

∞
∫

0

dτq1(τ)e−(λ+Dkα)τ =

= Q1(λ + Dkα) + ρ0(k, λ)q1(λ + Dkα).

Эта система уравнений имеет следующее ре-
шение:

ρ0(k, λ) =
Q0(λ) + q0(λ)Q1(λ + Dkα)

1 − q0(λ)q1(λ + Dkα)
,

ρ1(k, λ) =
Q1(λ + Dkα) + q1(λ + Dkα)Q0(λ)

1 − q0(λ)q1(λ + Dkα)
.

В пределе k → 0, λ → 0, когда выполняются
соотношения

1 − q0(λ) ∼ B′λβ ,

1 − q1(λ) ∼ T1λ,

Q0(λ) =
1 − q0(λ)

λ
,

Q1(λ) =
1 − q1(λ)

λ
∼ T1,

находим

ρas(k, λ) =
B′λβ−1 + (1 − B′λβ)T1

1 − (1 − B′λβ)(1 − T1(λ + Dkα))
≈

≈ λβ−1

DAkα + λβ
, (29)

где DA = DT1/B′.
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Обратное преобразование Фурье–Лапласа вы-
ражения (29), совпадающего с (19), снова приво-
дит к уравнению аномальной диффузии (24).
Новым элементом кинетики аномальной диф-

фузии, полученным в изложенном выше выводе,
является утверждение о том, что при диффузии
частицы в среде с “ловушками Ле́ви” включе-
ние дополнительного изотропного рассеяния на
неоднородностях, не входящих в класс “ловушек
Ле́ви”, с “полетами Ле́ви” между ними не влия-
ет на пространственное положение диффундиру-
ющей частицы при x → ∞, t → ∞.

3. Функция Грина уравнения
аномальной диффузии
космических лучей

Применим, теперь, рассмотренный выше скач-
кообразный случайный процесс, включающий
“полеты Ле́ви” и пребывание в “ловушках Ле́ви”,
для описания диффузии космических лучей в
галактической среде фрактального типа. Будем
считать, что распределения свободных пробегов
p(r, R) и времени пребывания в неоднородностях
q(t, R) частицы с импульсом p и зарядом Z при
r → ∞, t → ∞ описываются выражениями

p(r, R) ∼ A(R, α)|r|−α−1, 0 < α < 1, (30)

q(t, R) ∼ B(R, β)t−β−1, 0 < β < 1, (31)

где R = pc/Z – жесткость частицы. При E �
mc2 имеем R ≈ (E/Z). Будем также пренебре-
гать потерями энергии и ядерными взаимодей-
ствиями частиц.
Повторяя выкладки предыдущего раздела при

условиях (30)–(31), приходим к следующему
уравнению для функции Грина:

∂G

∂t
= −D(R, α, β)D1−β

0+ (−∆)α/2×

× G(r, t, R; R0) + δ(r)δ(t)δ(R − R0). (32)

Коэффициент аномальной диффузии D(R, α, β)
определяется константами A(R, α) и B(R, β) рас-
пределений (30)–(31):

D(R, α, β) ∼ A(R, α)/B(R, β).

Полагая A ∼ RδL , B ∼ R−δT и обозначая δ =
δL + δT , будем записывать коэффициент диффу-
зии в виде

D(R, α, β) =
v

c
D0(α, β) (R/1ГэВ)δ , (33)

где v — скорость частицы. Отметим, что далее в
промежуточных расчетах, для упрощения записи,
будем вместо (R/1ГэВ) писать R.

Решение (32) находим с использованием пре-
образований Фурье–Лапласа:

∫

R3

eikrG(r, t, R; R0) dr = G̃(k, t, R; R0),

∞
∫

0

e−λtG(r, t, R; R0) dt = G̃(r, λ, R; R0).

С учетом (21)–(22), из (32) для трансформанты
G̃(k, λ, R; R0) имеем

G̃(k, λ, R; R0) =
λβ−1δ(R − R0)

λβ + D|k|α =

=
δ(R − R0)

λ1−β

∞
∫

0

exp{−[λβ + D|k|α]y}dy. (34)

Выполняя обратное преобразование Лапласа вы-
ражения (34)

G̃(k, λ, R; R0) = δ(R − R0)×

×
∞
∫

0

dy exp{−D|k|αy}×

×



(2πi)−1

∫

L

dλλβ−1 exp{λt − λβy}



 ,

с использованием равенства

∫

L

dλλβ−1 exp{λt − λβy} =

= − (βy)
−1

∫

L

exp{λt}d exp{−λβy} =

= −t (βy)
−1

∫

L

dλ exp{λt − λβy},

полученного интегрированием по частям, и заме-
ны переменной s = y1/βλ, находим

G̃(k, t, R; R0) = δ(R − R0)β
−1t×

×
∞
∫

0

dy exp{−D|k|αy}y−1−1/β×

×



2πi−1

∫

S

ds exp{sy−1/βt − sβ}



 . (35)

Поскольку в квадратных скобках стоит
одностороннее устойчивое распределение
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Рис. 1. Плотность вероятности одностороннего одномерного устойчивого распределения при различ-
ных значениях характеристического показателя β
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Рис. 2. Зависимость плотности вероятности трехмерного сферически-симметричного устойчивого рас-
пределения от радиальной переменной при различных значениях характеристического показателя α
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Рис. 3. Плотность дробно–устойчивого распределения Ψ
(α,β)
3 (r) при различных значениях характери-

стического показателя α и β = 0, 8

gβ,1
1

(

ty−1/β
)

[38], то (35) можно представить в
виде

G̃(k, t, R; R0) = δ(R − R0)

∞
∫

0

dτg
(β,1)
1 (τ)×

× exp{−D|k|αtβ/τβ}.

Принимая во внимание, что exp{−kα}
есть трансформанта Фурье сферически–
симметричного устойчивого распределения

g
(α)
3 (r) [20], окончательно получаем

G(r, t, R; R0) = δ(R − R0)
(

Dtβ
)−3/α ×

× Ψ
(α,β)
3 (|r|

(

Dtβ
)−1/α

). (36)

Здесь

Ψ
(α,β)
3 (r) =

∞
∫

0

g
(α)
3

(

rτβ/α
)

g
(β,1)
1 (τ) τ3β/α dτ

(37)
есть плотность дробно–устойчивого распределе-
ния [23], определяемая трехмерным сферически–
симметричным устойчивым распределением

g
(α)
3 (r) (α ≤ 2) и одномерным односторонним

устойчивым распределением g
(β,1)
1 (t) с ха-

рактеристическим параметром β ≤ 1. Основные

особенности этого класса распределений, введен-
ного недавно Учайкиным и Королевым, подробно
описаны в [23].

Следует отметить, что плотности g
(β,1)
1 (t) и

g
(α)
3 (r) выражаются через элементарные функ-
ции в очень небольшом числе случаев (см. [20,
23]). Так при β = 1/2 односторонняя плотность

10-15

10-10

10-5

100

105

10-5 10-4 10-3 10-2 10-1 100 101 102 103 104

q 3α (r
)r

3+
α

r

α=0.3
α=0.4
α=0.8
α=1.0
α=1.2

Рис. 4. Асимптотика r−3−α плотности веро-
ятности трехмерного сферически-симметричного
устойчивого распределения при r → ∞
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Рис. 5. Асимптотика ∼ r−3+α плотности дробно–

устойчивого распределения Ψ
(α,β)
3 (r) при r → 0

при различных значениях характеристического
показателя α и β = 0, 8

10-10

10-5
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Ψ
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)r
3+

α

r

α=0.3
α=0.5
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Рис. 6. Асимптотика ∼ r−3−α плотности дробно–

устойчивого распределения Ψ
(α,β)
3 (r) при r → ∞

при различных значениях характеристического
показателя α и β = 0, 8

есть распределение Леви–Смирнова,

g
(1/2,1)
1 (t) =

1

2
√

πt3
exp−1/(4t),

а при β = 1 — дельта–функция Дирака:

g
(1,1)
1 (t) = δ(t − 1). (38)

Трехмерное сферически–симметричное распреде-

ление g
(2)
3 (r) есть нормальное (гауссово) распре-

деление, а g
(1)
3 (r) =

[

π(1 + r2)
]−2

— распределе-
ние Коши. При β = 1, как видно из (37) и (38),
справедливо равенство

Ψ
(α,1)
3 (r) = g

(α)
3 (r) .

Понятно, что отсутствие представлений устой-
чивых распределений в классе элементарных

10-5
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100

10-1 1

q 3α (r
)

r
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2

Рис. 7. Сопоставление плотностей вероятности
трехмерных сферически–симметричных устойчи-
вых распределений, полученных в данной работе
(линии), с результатами [20](символы ×, +). 1 —
α = 0, 2; 2 — α = 0, 4

10-5
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10-3

10-2

10-1

100
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Ψ
3(α

,β
) (r

)
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Рис. 8. Сопоставление дробно–устойчивых рас-

пределений Ψ
(α,β)
3 (r), полученных в данной рабо-

те (линии), с результатами [24] (символы ×, +).
1 — α = 2, β = 0, 5; 2 — α = 1, β = 0, 5

функций затрудняют их использование при ре-
шении физических задач. Вместе с тем, имею-
щиеся выражения для устойчивых распределе-
ний в виде сходящихся и асимптотических ря-
дов и интегралов [20, 38] позволяют вычислять

g
(β,1)
1 (t), g

(α)
3 (r) в случаях, отличных от пред-

ставленных выше. Примеры поведения g
(β,1)
1 (t),

g
(α)
3 (r) и Ψ

(α,β)
3 (r) при некоторых значениях ха-

рактеристических показателей α, β показаны на
рис. 1–6. Сопоставление результатов наших рас-
четов с данными [20,24] демонстрируют рис. 7,8.
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4. Решение уравнения аномальной

диффузии космических лучей

В случае источников, описываемых плотно-
стью S(r, t, R), из (32) получаем обобщённое
уравнение аномальной диффузии для концентра-
ции космических лучей вида

∂N

∂t
= −D(R, α, β)D1−β

0+ (−∆)α/2N(r, t, R)+

+ S(r, t, R). (39)

При α = 2, β = 1 это уравнение совпадает с урав-
нением нормальной диффузии (2). При α < 2,
β = 1 получаем уравнение супердиффузии кос-
мических лучей

∂N(r, t, R)

∂t
= −D(R, α)(−∆)α/2N + S(r, t, R),

которое впервые исследовалось в [25,26]. Анализ
решения этого уравнения при степенном спек-
тре генерации частиц позволил установить, что
в этой модели спектр космических лучей имеет
излом.

При α = 2, β < 1 из (39) получаем уравнение,
описывающее субдиффузионный режим

∂N

∂t
= D(R, β)D1−β

0+ ∆N(r, t, R) + S(r, t, R).

Этот режим распространения космических лу-
чей, как промежуточная асимптотика, впервые
обсуждался в [39].

Функция Грина (36) позволяет найти решения
уравнения аномальной диффузии (39) для источ-
ников, представляющих интерес с астрофизиче-
ской точки зрения.

В случае точечного мгновенного источника со
степенным по жесткости спектром инжекции ча-
стиц

S(r, t, R) = SMR−γδ(r)δ(t),

часто используемого в оценках потоков космиче-
ских лучей, имеем

N(r, t, R) = SMR−γ
(

D(R, α, β)tβ
)−3/α×

× Ψ
(α,β)
3

(

r
(

D(R, α, β)tβ
)−1/α

)

. (40)

Для точечного импульсного источника

S(r, t, R) = SиR−γδ(r)H(T − t)H(t),

H(x) =

{

1, x > 0,
0, x < 0,

моделирующего спектр частиц, ускоренных в аст-
рофизических объектах, решение имеет вид

N(r, t, R) =
SиR−γ

D(R, α, β)3/α

t
∫

max[0,t−T ]

dττ−3β/α×

× Ψ
(α,β)
3

(

|r|
(

D(R, α, β)τβ
)−1/α

)

. (41)

5. Оценка параметров модели
аномальной диффузии

В наших предыдущих работах [25–30, 32] бы-
ло показано, что в модели аномальной диффузии
энергетический спектр космических лучей име-
ет излом. Эта особенность полученного решения,
которую легко увидеть из анализа зависимости
концентрации частиц N(r, t, E) от энергии, поз-
воляет определить ряд параметров модели.

Поскольку плотность дробно–устойчивого рас-

пределения Ψ
(α,β)
3 (r) (α < 2, β < 1) при r → 0 и

r → ∞ имеет, как видно из рис 5, 6, асимптотику
степенного вида,

Ψ
(α,β)
3 (r) ∝ r−(3−α), r → 0,

Ψ
(α,β)
3 (r) ∝ r−3−α, r → ∞,

из (40), при условии (33), для показателя η энер-
гетического спектра N = N0E

−η получаем

η = γ − δ, E � Ek, (42)

η = γ + δ, E � Ek. (43)

Здесь Ek — энергия, при которой показатель
спектра наблюдаемых частиц η(Ek) равен пока-
зателю спектра генерации γ частиц в источнике.
Из этих равенств следует, что с ростом энергии
происходит укручение спектра на ∆η = 2δ.
Если считать, что Ek соответствует энергии из-

лома наблюдаемого спектра, т.е. Ek ≈ 3 ·106 ГэВ,
то соотношения (42), (43) позволяют по экспе-
риментальным данным о поведении спектра при
E � Ek и E � Ek найти показатель γ спек-
тра частиц в источнике и показатель δ зависимо-
сти коэффициента аномальной диффузии от энер-
гии. Полагая в соответствии с [40], что ηE�Ek

=
2, 62 ± 0, 12, ηE�Ek

= 3, 16 ± 0, 08, ∆η = 0, 54,
находим

γ = 2, 89 ± 0, 14, δ = 0, 27.

Если использовать значение показателя спектра
ядер железа при E � Ek, равный 2,59 [41], то
при δ = 0, 27 для показателя спектра инжекции
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частиц в источнике получаем p ≈ 2, 86. Учитывая
эти оценки, в данной работе принимается, что

γ = 2, 85, δ = 0, 27. (44)

Важными параметрами модели являются пока-
затели α, β распределений свободных пробегов
частицы (30) и времени пребывания в неодно-
родностях (31). Основываясь на результатах ра-
бот [42, 43], в которых показано, что для сред с
фрактальной размерностью 1 < DF < 2

α ≈ 2 − DF ,

для галактической среды с DF = 1, 7 [11] на-
ходим α = 0, 3. Показатель β полагаем, как и
в [30], равным 0, 8.

Еще один важный параметр модели — ко-
эффициент аномальной диффузии D0 — можно
оценить, сопоставив точку излома наблюдаемо-
го спектра космических лучей с точкой “излома”

дробно–устойчивых распределений Ψ
(α,β)
3 (r). По-

скольку излом Ψ
(α,β)
3 (r) наблюдается при r ≈ 2, 3,

получаем

r(D0E
δ
ktβ)−1/α ≈ 2, 3. (45)

Считая, что в формировании излома в энергети-
ческом спектре участвуют и близкие источники,
при r ≈ 102 пк, t ≈ 105 лет находим

D0 ≈ (3 ÷ 5) · 10−6(пk0,3/год0,8). (46)

При таком D0 и установленных выше парамет-
рах δ, α, β существует однозначная связь между
r и t источников, обеспечивающих наблюдаемый
излом спектра при Ek ≈ 3 · 106 ГэВ (см. рис. 9).
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100
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104

104 105 106

r,
 Ð

Ë

t, ÇÏÄ

Рис. 9. Параметры r и t для источников, имею-
щих в представленной модели излом наблюдае-
мого спектра при Ek ≈ 3 · 106 ГэВ

6. Энергетический спектр и

массовый состав космических
лучей

Физические аргументы [1,2] и расчеты показы-
вают, что основной вклад в наблюдаемый поток
космических лучей в области энергий 1÷ 10 ГэВ
дают многочисленные далекие (r ≥ 1 кпк) старые
(t ≥ 106 лет) источники. Оценку вклада этих ис-
точников принято проводить в стационарном при-
ближении [2].

Выполненные ранее расчеты [47] показали, что
в среде фрактального типа спектр частиц от ста-
ционарного источника имеет степенной вид, при-
чем показатель спектра η ≈ γ + δ

β . Учитывая этот
результат, в данной работе интенсивность частиц
типа i от всех далеких источников представляет-
ся в виде

J i
G(r > 1кпк) =

vi

c
Ñ0iE

−p−δ/β . (47)

Согласованное описание основных закономер-
ностей спектров основных групп ядер и спектра
всех частиц, как показали расчеты [27,32], может
быть получено в рамках гипотезы об определяю-
щем вкладе близких (r ≤ 1 кпк) относительно
молодых (t < 106 лет) источников в поведение
спектра в области высоких энергий E ≥ 103 ГэВ
и формирование излома. Вклад близких источни-
ков в интенсивность частиц типа i будем записы-
вать в виде

J i
L(r < 1кпк) =

vi

4π

∑

j
(r≤1кпк)

N(~rj , tj , E). (48)

Пространственно–временные координаты учиты-
ваемых в расчетах ближайших источников, рас-
сматриваемых в работе как импульсные источни-
ки с T ∼ 104 лет, приведены в [48].

Следует отметить, что важная роль близких
источников в формировании спектров космиче-
ских лучей отмечалась в работах [49,50].

Деление потока наблюдаемых частиц на две
диффузионные компоненты с различными свой-
ствами часто используется при расчете спектров
космических лучей. Однако, наличие больших
свободных пробегов частиц (“полеты Ле́ви”) в
модели аномальной диффузии приводит к необ-
ходимости ввести третью компоненту. Эта ком-
понента формируется частицами от близких ис-
точников, которые достигают Солнечную систе-
му без рассеяния. Интенсивность нерассеянного
излучения определяется спектром инжекции ча-
стиц в источнике (∼ S0E

−γ) и вероятностью “по-
лета Ле́ви” p(E, > r). Принимая во внимание, что
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Рис. 10. Сопоставление спектров ядер, полученных в модели аномальной диффузии, с эксперимен-
тальными данными из [32]

Таблица 1
Массовый состав космических лучей в модели аномальной диффузии

E, ГэВ/част.| H | He | CNO | Ne-Si | Fe | 〈lnA〉 | 〈A〉
102 0.50 0.31 0.11 0.06 0.02 0.99 5.77
3 · 102 0.41 0.28 0.15 0.11 0.06 1.34 9.27
103 0.36 0.26 0.16 0.13 0.09 1.56 11.71
3 · 103 0.34 0.25 0.17 0.14 0.10 1.65 12.88
104 0.33 0.25 0.17 0.14 0.11 1.69 13.36
3 · 104 0.32 0.24 0.17 0.15 0.11 1.71 13.58
105 0.32 0.24 0.17 0.15 0.12 1.74 13.80
3 · 105 0.31 0.24 0.18 0.15 0.12 1.78 14.21
106 0.29 0.24 0.19 0.16 0.13 1.85 14.90
3 · 106 0.27 0.23 0.19 0.17 0.14 1.93 15.86
107 0.24 0.22 0.20 0.18 0.16 2.04 17.07
3 · 107 0.21 0.21 0.21 0.20 0.18 2.17 18.58
108 0.19 0.19 0.21 0.21 0.20 2.30 20.26
3 · 108 0.16 0.17 0.21 0.22 0.23 2.43 21.97
109 0.15 0.16 0.21 0.23 0.25 2.50 23.14
3 · 109 0.15 0.16 0.21 0.23 0.26 2.53 23.62
1010 0.17 0.16 0.20 0.22 0.25 2.45 22.90
3 · 1010 0.32 0.16 0.16 0.17 0.19 1.94 17.89
1011 0.41 0.16 0.14 0.14 0.15 1.64 14.85
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Рис. 11. Вклад далеких JG и близких JL источников в наблюдаемый спектр протонов J . Эксперимен-
тальные данные — из [32]
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Рис. 15. Зависимость анизотропии космических лучей от энергии. Сплошная кривая — наш расчет в
модели аномальной диффузии, символы (+,×, ∗) — [2,45,46]

p(E, > r) ∼ A(E, α)r−α ∼ EδL/rα, вклад нерас-
сеянного излучения в интенсивность будем опи-
сывать выражением

J i
NS = Ñ1iE

−γ+δL . (49)

В рамках галактической картины происхождения
космических лучей эта компонента, определяю-
щая по нашему предположению поведение спек-
тра в области сверхвысоких энергий, приводит к
уполаживанию спектра при E ≥ 6 · 109 ГэВ.

Принятое, таким образом, в данной работе
представление спектра частиц типа i имеет вид

Ji(E) =
vi

c
Ñ0iE

−p−δ/β+

+
vi

4π

∑

j
(r≤1kpc)

N(~rj , tj, E)+

+ Ñ1iE
−p+δL . (50)

Коэффициенты Ñ0i,Ñ1i определяются из экспери-
ментальных данных.

Для учета солнечной модуляции используется

модель [51]

Jmod
i (EN ) =

E2
N + 2mpc

2EN

(EN + Φ)2 + 2mpc2(EN + Φ)
×

× Ji(EN + Φ), (51)

где EN = E/A — кинетическая энергия на один
нуклон, mp — масса протона, а потенциал Φ =
750 MэB [52,53].
Результаты наших расчетов спектров основных

групп ядер (H, He, CNO, Ne-Si, Fe), вклада да-
леких источников, спектра всех частиц, а также
массового состава космических лучей в предпо-
ложении галактического происхождения частиц
приведены на рис 10-14 и в табл. 1.

7. Анизотропия космических лучей
в модели аномальной диффузии

Проведем оценки анизотропии космических
лучей в рассматриваемой модели аномальной
диффузии. Следуя [2, 54], определим анизотро-
пию следующим образом:

δкл =
3

c〈N〉 |jr|. (52)
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Здесь jr — радиальная компонента тока частиц, а
〈N〉 — средняя концентрация частиц в Галактике.
Поскольку уравнение аномальной диффузии (39)
может быть представлено в виде системы двух
уравнений

∂N

∂t
= −divj, (53)

divj = D(R, α, β)D1−β
0+ (−∆)α/2N(r, t, R), (54)

в которой первое уравнение — уравнение непре-
рывности, а второе задает в неявной форме обоб-
щенный закон Фика [23], то для тока jr имеем

|jr| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

r2

∞
∫

r

∂N(r′, t, R)

∂t
r′

2
dr′

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
S′

0R
−γ

r2D(R, α, β)3/α
×

×



t−3β/α

∞
∫

r

dr′r′2Ψ
(α,β)
3 (r′(Dtβ)−1/α) −

− (t − T )−3β/α ×

×
∞
∫

r

dr′r′2Ψ
(α,β)
3 (r′(D(t − T )β)−1/α)



 . (55)

Среднюю концентрацию частиц 〈N〉 свяжем с
концентрацией частиц от ближайшего источни-
ка N соотношением 〈N〉 = kN , где k — число
таких источников, обеспечивающих 〈N〉.
Формула для вычисления анизотропии прини-

мает вид

δкл =
3

ckr2
×

×



t−3β/α

∞
∫

r

dr′r′2Ψ
(α,β)
3 (r′(Dtβ)−1/α) −

− (t − T )−3β/α ×

×
∞
∫

r

dr′r′2Ψ
(α,β)
3 (r′(D(t − T )β)−1/α)



×

×







t
∫

max[0,t−T ]

τ−3β/αΨ
(α,β)
3 (r(Dτβ)−1/α)







−1

(56)

Зависимость анизотропии от энергии в предпо-
ложении аномальной диффузии космических лу-
чей при значениях параметров (p, δ, D0, α), уста-
новленных из анализа спектра всех частиц, де-
монстрирует рис. 15.

8. Заключение

Установление характера распространения кос-
мических лучей высокой энергии в многомас-
штабной (фрактального типа) галактической сре-
де является одной из ключевых проблем астро-
физики космических лучей. В настоящее время
не существует теоретического вывода уравнения
диффузии космических лучей в такой среде из
“первых принципов”. Вместе с тем, имеющийся
огромный наблюдательный материал позволяет
построить феноменологическую модель с неболь-
шим числом параметров, которым можно придать
ясный физический смысл.

Развивая предложенную нами ранее модель
аномальной диффузии, в которой распростране-
ние частиц моделируется фрактальными блужда-
ниями — скачкообразным случайным процессом
с “полетами Ле́ви” и пребываниями в “ловушках
Ле́ви”, в данной работе основное внимание уде-
лено определению параметров модели и провер-
ке возможности согласованного описания имею-
щихся данных по спектрам основных групп ядер,
спектру всех частиц, массовому составу и анизо-
тропии при восстановленных параметрах. Основ-
ные результаты и выводы работы формулируются
следующим образом.

1. Предложен и реализован метод определе-
ния основных параметров модели фракталь-
ной диффузии космических лучей. Внешни-
ми параметрами метода являются экспери-
ментальные данные о фрактальной размер-
ности галактической среды, величине изме-
нения показателя спектра в районе излома,
энергии точки излома, а также параметры
16 ближайших (r ∼ (102 − 103) пк) остат-
ков сверхновых (t ∼ (0, 1 − 4) × 105 лет) (по
данным [4,55,56]).

2. Установлено, что показатель спектра гене-
рации частиц в источнике равен γ ≈ 2.85.
Спектр частиц в области до излома E � Ek,
формируемый молодыми близкими источни-
ками, характеризуется показателем η ≈ 2, 6,
а в точке излома равен показателю спектра в
источнике γ. Отличие восстановленного зна-
чения от показателя γ ≈ 2, 0 ÷ 2, 2 модели
ускорения частиц в сверхновых приводит к
выводу о том, что сверхновые не являются
основными источниками ядерной компонен-
ты космических лучей высокой энергии.

3. Показано, что спектр наблюдаемых в Сол-
нечной системе частиц может быть представ-
лен в виде суммы трех компонент. Первая
компонента описывает вклад далеких (r ≥
1 кпк) старых (t ≥ 106 лет) источников, вто-
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рая - вклад от близких молодых источни-
ков [48], последняя компонента — излуче-
ние от близких молодых источников, дости-
гающее Земли без рассеяния. Согласованное
описание основных закономерностей спек-
тров и массового состава получено в рам-
ках гипотезы о том, что далекие источники
определяют поведение космических лучей в
области энергий E ≤ 102 ГэВ, близкие —
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формируют излом при E ∼ 3 · 106 ГэВ,
нерассеянное излучение приводит к упола-
живанию спектра при E > 5 · 109 ГэВ.

4. Состав ускоряемых источниками частиц,
найденный в рамках модели аномальной
диффузии по спектрам различных групп
ядер в диапазоне 1÷106 ГэВ/нуклон и спек-
тру всех частиц при E ∼ (102 ÷ 1011) ГэВ,
следующий: p ≈ 77%, He ≈ 16%, CNO ≈
4%, (Ne − Si) ≈ 2%, Fe ≈ 1%.

5. Тестовые расчеты анизотропии космических
лучей показали, что в области энергий (102−
105) ГэВ анизотропия практически не зави-
сит от энергии, в области за изломом спектра

(107 − 108) ГэВ наблюдается ее рост. При-
нимая значения δкл ≈ 5 · 10−3 для E ≈
103 − 104 ГэВ, модель дает δ ∼ 10−3 при
E ≈ 108 ГэВ.
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