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Введение. Â ýòîé ðàáîòå â ðàìêàõ ëèíåé-
íîé òåîðèè èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ
ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè â êîëüöåâîì çàçîðå ïðè
íàëè÷èè ïðîäîëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî îòíî-
øåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì. Äëÿ ýòîãî èñïîëü-
çîâàí ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîãîíêè [2].

Ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû èññëåäîâà-
íèÿ óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ õîðîøî ïðîâîäÿùåé
æèäêîñòè íîñÿò ðàçðîçíåííûé õàðàêòåð. Âîç-
ðîñøèå â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîçìîæíîñòè êîì-
ïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ïðîâå-
ñòè áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè è
îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû â øèðî-
êîì äèàïàçîíå ìàãíèòíûõ ÷èñåë Ïðàíäòëÿ.

Постановка задачи. Ðàññìîòðåííàÿ êîíôè-
ãóðàöèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 1. Ýòî äâà
êîàêñèàëüíûõ öèëèíäðà, ìåæäó êîòîðûìè
òå÷eò ïðîâîäÿùàÿ æèäêîñòü. Ìàãíèòíîå ïîëå
îäíîðîäíî è íàïðàâëåíî âäîëü îñè öèëèíä-
ðîâ, íåâîçìóùeííîå äâèæåíèå ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ ñòàöèîíàðíûì è ïàðàëëåëüíûì ñ ïðîôèëåì
ñêîðîñòè V, çàâèñÿùèì òîëüêî îò r:

V = ar2 + b ln(r) + c,

,

,

,

ãäå áóêâîé ξ îáîçíà÷åí áåçðàçìåðíûé ðàäèóñ
âíóòðåííåãî öèëèíäðà.

Äâèæåíèå æèäêîñòè è ìàãíèòíîå ïîëå â
íåé îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ìàãíèòíîé ãèä-
ðîäèíàìèêè

,

, (2)

div V = 0,
div H = 0,

ãäå � ÷èñëî Àëüôâåíà;

� ÷èñëî Ãàðòìàíà; � ÷èñëî Ðåéíîëüä-

ñà; � ìàãíèòíîå ÷èñëî Ðåéíîëü-

äñà.
Â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè ðåøåíèÿ èùåì

â âèäå îñíîâíîãî òå÷åíèÿ è ìàëîé äîáàâêè
V = V

0
+ v,

H = H
0
+h, (3)

P = P
0
+ p.

Ïîäñòàâèâ (3) â (2) è ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíà-
ìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïîëó÷èì ñèñòå-
ìó óðàâíåíèé äëÿ âîçìóùåíèé

,

, (4)

div v = 0,

div h = 0.
Ýëåìåíòàðíîå âîëíîâîå ðåøåíèå ýòîé ñèñ-

òåìû áóäåì èñêàòü â âèäå
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Ðèñ. 1. Êîíôèãóðàöèÿ òå÷åíèÿ
ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè

(1)



92

( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) } ( ) ϕ+−α

ϕ

ϕ ωωω=
imCtzi

zr

zr

eq,rh,rh,rh

,r,r,rp,h,v
, (5)

( ) ( ) ( )r,r,r zr ωωω ϕ � êîìïîíåíòû àìïëèòóäû

âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòè, ( ) ( ) ( )rh,rh,rh zr ϕ � êîì-

ïîíåíòû àìïëèòóäû ìàãíèòíîãî ïîëÿ, q � àì-
ïëèòóäà äàâëåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ (5) â (4), ïîëó-
÷èì çàäà÷ó íà îòûñêàíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
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çîâàíèé óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
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T 4
,

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

0=ω , ïðè 1,r +ξξ= .

×èñëåííûéàíàëèç.Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (7),
(8) ðåøàëàñü ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíîé ïðî-
ãîíêè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîãî ìåòîäà èñ-
õîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
çàäà÷ Êîøè äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé F, ââîäèìîé ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

ÔÈÇÈÊÀ
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FVW =

, (9)

âáëèçè ãðàíèö êàíàëà, äàëåå ïðîãîíêà âåäeòñÿ
ïî ñõåìå

WFV 1−=

(10)

íàâñòðå÷ó ñî ñòûêîâêîé â íåêîòîðîé òî÷êå,
ãäå ñôîðìóëèðîâàíî äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøå-
íèå

( ) ( )( ) 0CFCFdet =− −+ , (11)

ãäå çíàêàìè «+» è «�» îáîçíà÷åíû ïðîãîíî÷-
íûå ñîîòíîøåíèÿ, íà÷àòûå îò ðàçíûõ ãðàíèö
êàíàëà. Îáû÷íî â êà÷åñòâå òî÷êè ñòûêîâêè
âûáèðàåòñÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà r

c
, â êîòîðîé

V
0
(C) = X.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñ-

êèõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà Re
*
îò

Re

R
P m

m = ïðè

ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå Ãàðòìàíà. Íà ðèñóíêå 2
ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè òàêèõ çàâèñèìîñòåé ïðè
ξ = 0,25, m = 0. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïðè
ìàëûõ P

m
êðèòè÷åñêèå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ïðè

Ha =100 íàìíîãî áîëüøå, ÷åì ïðè Ha = 20, è
ñòðåìÿòñÿ ê ðàçíûì çíà÷åíèÿì â ïðåäåëüíîì
ñëó÷àå ñëàáî ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè. Ïðè óâå-
ëè÷åíèè P

m
âåëè÷èíû Re

*
ïðàêòè÷åñêè ïåðå-

ñòàþò çàâèñåòü îò ÷èñëà Ãàðòìàíà è ïðè
P

m
→ ∞ ñòðåìÿòñÿ ê çíà÷åíèþ, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåìó ñëó÷àþ íåïðîâîäÿùåé æèäêîñòè. Ýòî
îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî íàïðÿæeííîñòü ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ âõîäèò â óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà
âìåñòå ñ ÷èñëîì Àëüôâåíà, êîòîðîå ñòðåìèò-
ñÿ ê íóëþ ïðè P

m
→ ∞.

Ðàññìîòðèì äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ: íåïðî-
âîäÿùåé è õîðîøî ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè. Ñî-
îòâåòñòâóþùèå êðèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 3 è 4. Ïðè ξ = 4
çàâèñèìîñòè Re

*
(ξ) äëÿ ðàçíûõ àçèìóòàëüíûõ

ìîä ïî÷òè ñëèâàþòñÿ, ïðè÷eì ñàìîé îïàñíîé

èç íèõ îñòàeòñÿ ìîäà ñ m = 0. Ïðè óìåíüøåíèè
ξ êðèòè÷åñêèå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà äëÿ m 2
áûñòðî âîçðàñòàþò. Ïîâåäåíèå çàâèñèìîñòåé
Re

*
(ξ) äëÿ ìîä m = 1 è m = 2 áîëåå ñëîæíîå.

Ýòè çàâèñèìîñòè èìåþò âûðàæåííûé ìèíèìóì
ïðè ξ ≈ 0.3 è ξ ≈ 1.1, êîòîðûé â îïðåäåëeííûõ
ïðåäåëàõ ñëàáî çàâèñèò îò ïðîâîäèìîñòè è
âåëè÷èíû âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Êàê è
ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïðè óìåíüøåíèè ξ âñå
êðèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè áûñòðî âîçðàñòàþò.
Íà ðèñóíêå 5 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè Re

*
(ξ)

ïðè P
m

= 0.4, A = 0.01. Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ êðèòè÷åñêèå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ñó-
ùåñòâåííî áîëüøå.

Çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë Ðåéíîëüä-
ñà îò âåëè÷èíû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 6
è 7 äëÿ ñëó÷àåâ ξ = 0.25 è ξ = 3. Ïðè P

m
= 0

ãðàôèêè äëÿ ðàçíûõ À ñõîäÿòñÿ ê îäíîé òî÷êå:
äëÿ ðèñóíêà 6 � 9153, äëÿ ðèñóíêà 7 � 10269,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ íåïðîâîäÿùåé æèä-

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè Re
*
ïðè m = 0, ξ = 0,25

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè Re
*
îò ξ

ïðè m = 0, 1, 2, 3
äëÿ íåïðîâîäÿùåé æèäêîñòè

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè Re
*
îò ξ

ïðè m = 0, 1, 2, 3
äëÿ õîðîøî ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè

ïðè P
m
= 10 è A = 0,01
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êîñòè (çàâèñèìîñòè Re
*
(A) äëÿ áëèçêîãî ñëó-

÷àÿ ïðè P
m
= 0,001 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 8).

Ïðè óâåëè÷åíèè P
m

ôóíêöèè Re
*
(P

m
) èìåþò

äâà ìàêñèìóìà, à äàëåå, ïðè P
m

→∞, ñòðåìÿò-
ñÿ ê îïðåäåëeííûì ïîñòîÿííûì âåëè÷èíàì. Ïåð-
âûé ìàêñèìóì èçîáðàæeí ëèøü íà ðèñóíêå 7
äëÿ A = 0.001, à óæå ïðè A = 0.005 ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå íå ïîìåùàåòñÿ íà
ïðèâåäeííûõ ãðàôèêàõ. Âòîðîé ìàêñèìóì ìåíü-
øå. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ïðè P

m
→∞ â (6) óðàâíå-

íèÿ ñ ìàãíèòíûì ïîëåì îòùåïëÿþòñÿ îò îñíîâ-
íîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ïîñëå ýòîãî ñîîòâåòñòâóåò
ñèñòåìå äëÿ íåïðîâîäÿùåé æèäêîñòè, íî ñ
äðóãèìè îáîçíà÷åíèÿìè:

, .

Ñ ðèñóíêîì 6 ñâÿçàí åùe îäèí èíòåðåñíûé
âîïðîñ: òî÷êè Â è Ñ ñîîòâåòñòâóþò îäèíàêî-
âûì ìàãíèòíûì ÷èñëàì Ðåéíîëüäñà � 5000, ÷òî
ïðèâîäèò ê òàê íàçûâàåìîìó ïåðåçàìûêàíèþ
íåéòðàëüíûõ êðèâûõ, ïîñòðîåííûõ ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ R

m
è A (ñì. [3]).

Выводы. Ìàãíèòíîå ïîëå ñóùåñòâåííî ñòà-
áèëèçèðóåò ðàññìîòðåííóþ ñèñòåìó. Ïðè ïðî-
ìåæóòî÷íûõ P

m
äâèæåíèå áîëåå óñòîé÷èâî,

÷åì ïðè P
m
= 0 è P

m
→∞. Äëÿ ξ > 3 êðèòè÷åñêèå

çàâèñèìîñòè äëÿ ðàçíûõ m ïðàêòè÷åñêè ñëè-
âàþòñÿ.

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòè Re
*
îò ξ

ïðè m = 0, 1, 2, 3
äëÿ ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè
ïðè P

m
= 0,4, A = 0,01

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòè Re
*
îò P

m

ïðè ξ = 3 äëÿ ðàçíûõ A (m = 0)

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòè Re
*
îò P

m

ïðè ξ = 0,35 äëÿ ðàçíûõ A (m = 1)

Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòè Re
*

ïðè P
m
= 0,001

ÔÈÇÈÊÀ


