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Введение

Äëÿ îöåíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ýìïèðè÷åñ-
êèõ çàâèñèìîñòåé, êîíñòðóèðóåìûõ ïî ðåçóëü-
òàòàì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàáëþäåíèé, øèðî-
êî ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
(ÌÍÊ). Èçâåñòíî [1], ÷òî îöåíêè ÌÍÊ ÿâëÿþò-
ñÿ íàèëó÷øèìè ïðè ñîáëþäåíèè ãèïîòåç î íå-
çàâèñèìîñòè è íîðìàëüíîñòè îøèáîê èçìåðå-
íèé. Äëÿ ìíîãèõ èçìåðèòåëüíûõ èíñòðóìåíòîâ
îøèáêà èçìåðåíèÿ, äåéñòâèòåëüíî, íîðìàëü-
íî ðàñïðåäåëåíà, îäíàêî íà ïðàêòèêå äîâîëü-
íî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà ðàñïðå-
äåëåíèå îøèáêè áëèçêî ê íîðìàëüíîìó, íî
íå ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì [2; 3]. Òåì íå ìåíåå ïðè
ïîñòðîåíèè ýìïèðè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé äîâîëü-
íî ÷àñòî ïðèáåãàþò ê èñïîëüçîâàíèþ ÌÍÊ,
ïîëàãàÿ ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, ðàñïðåäåëå-
íèå îøèáîê óñå÷åííûì íîðìàëüíûì. Èñïîëü-
çîâàíèå óñå÷åííîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ îáîñíîâûâàåòñÿ òåì, ÷òî çíà÷åíèÿ
íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ñîñðå-
äîòî÷åíû íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå.

Â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîñòè îøèáîê è îò-
ñóòñòâèÿ äîñòîâåðíîé èíôîðìàöèè îá èõ ðàñ-
ïðåäåëåíèè îòêðûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëü-
çîâàíèÿ íåñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê îáðàáîòêå
íàáëþäåíèé, âîñõîäÿùåãî ê ðàáîòå [4] è ðàç-
âèòîãî â ðàáîòàõ [5�10] ïîä íàçâàíèåì ìåòîäà
öåíòðà íåîïðåäåëåííîñòè (ÌÖÍ).

Â îïðåäåëåííûõ ñèòóàöèÿõ ÌÖÍ îáåñïå÷è-
âàåò îöåíêè, íå óñòóïàþùèå ïî ñâîèì ñâîé-
ñòâàì îöåíêàì, ïîëó÷åííûì òðàäèöèîííûìè
ìåòîäàìè ïàðàìåòðè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Òàê, â
[10] ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ýêñïåðèìåíòàëüíî
ñðàâíèòü îïèñàòåëüíûå ñâîéñòâà ÌÖÍ è ìå-
òîäà ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è ïðîãíîçà â ñëó÷àå, êîãäà ðàñïðåäåëå-
íèå îøèáêè ïðèáëèæàåòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó.
Ðåçóëüòàòîì ýòèõ èññëåäîâàíèé ñòàë âûâîä î
íåêîòîðûõ ïðåèìóùåñòâàõ èñïîëüçîâàíèÿ ÌÖÍ
íàä ìåòîäîì ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ ïðè
ðàñïðåäåëåíèè îøèáêè, áëèçêîì ê ðàâíîìåð-
íîìó. Â ÷àñòíîñòè, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëî-
íåíèå ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé îò èñòèííûõ âåëè-
÷èí ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê ðàâíîìåðíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ ñíèæàåòñÿ äëÿ îöåíîê, ïîëó-

÷åííûõ ÌÖÍ, è íå óáûâàåò äëÿ îöåíîê ìåòîäà
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò ðÿä ñðàâíè-
òåëüíûõ èññëåäîâàíèé ÌÖÍ è ìåòîäîâ ïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è ïîñâÿùåíà ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîìó èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ îöåíîê
ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé ýìïèðè÷åñêîé çàâèñèìî-
ñòè, ïîëó÷åííûõ ÌÍÊ è ÌÖÍ ïðè îøèáêå,
èìåþùåé íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, óñå÷åí-
íîå íà ðàçíûõ óðîâíÿõ.

Постановка задачи и метод исследования

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ âåêòîðà ïà-
ðàìåòðîâ β = (β1,...,βt

) ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñè-
ìîñòè y = f(x, β) è ïîñòðîåíèÿ îöåíêè ïðîãíîçíî-
ãî çíà÷åíèÿ y� â íåêîòîðîé òî÷êå x* ïî òàáëèöå
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ âèäà T = {(x, y)}.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíñòðóèðóåìàÿ çàâèñè-
ìîñòü ëèíåéíà ïî ïàðàìåòðàì β

i
, à îøèáêà

èçìåðåíèÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ óñå÷åííûì íîðìàëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì N

k
(a, σ2), ò.å. ïðèíèìàþùåé çíà-

÷åíèÿ èç èíòåðâàëà [a � kσ, a + κσ], ãäå a �
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå; σ � ñðåäíåêâàäðà-
òè÷åñêîå îòêëîíåíèå; k � íåêîòîðàÿ êîíñòàí-
òà, îïðåäåëÿþùàÿ óðîâåíü îòñå÷åíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, y ïðåäñòàâèìî â âèäå y = y0 + ε, ãäå
y0 � òî÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè, à ε � îøèáêà
èçìåðåíèÿ. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêèõ
èñïûòàíèé, âûÿñíèì ñîîòíîøåíèå îöåíîê ïðî-
ãíîçíûõ çíà÷åíèé, ïîëó÷àåìûõ ìåòîäîì íàè-
ìåíüøèõ êâàäðàòîâ è ìåòîäîì öåíòðà íåîïðå-
äåëåííîñòè ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ
ôàêòîðîâ x*.

Ñõåìà ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè y = f(x, β0)
ñ èçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè β0 ïðåäâàðèòåëüíî
ôîðìèðóåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ïàð çíà÷åíèé

T
0
= {(x

i
,y

i
0) | y

i
0= f(x

i
,β0), i = 1,...,P}. Äàëåå, â êàæ-

äîì n�ì èñïûòàíèè (n = 1,..., N), â êàæäîé òî÷êå
x
i
èìèòèðóåòñÿ Q «íàáëþäåíèé» çà çíà÷åíèåì âû-

õîäíîé ïåðåìåííîé y c îøèáêîé ε ⊂ N
k
(a, σ), ò.å.

ãåíåðèðóåòñÿ òàáëèöà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-

íûõ T(n)= {(x
i
,y

ij
(n)) | y

ij
(n) =y

i
0+ε

ij
, i = 1,...,P, j=1,...,Q},

ãäå ε
ij
� çíà÷åíèå îøèáêè j-ãî íàáëþäåíèÿ çà

çíà÷åíèåì y â òî÷êå x
i
. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ

Ñ.È. Æèëèí
Эксперименты по оцениванию параметров
эмпирической зависимости методом
наименьших квадратов и методом центра
неопределенности

ÓÄÊ 519.8



25

òàáëèöà íàáëþäåíèé T(n) ñîäåðæèò P ⋅ Q ñòðîê.
Ïî ñãåíåðèðîâàííîé òàáëèöå ýêñïåðèìåí-

òàëüíûõ äàííûõ T(n) â êàæäîì n-ì èñïûòàíèè
ïðîèçâîäèòñÿ îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ôóíê-
öèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè f äâóìÿ ìåòîäàìè: ìå-
òîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è ìåòîäîì öåíò-
ðà íåîïðåäåëåííîñòåé. Îöåíêè, ïîëó÷åííûå
ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è ìåòîäîì öåí-
òðà íåîïðåäåëåííîñòè, îáîçíà÷èì ñîîòâåò-

ñòâåííî è . Íà îñíîâå ýòèõ îöåíîê ïàðà-

ìåòðîâ âû÷èñëÿþòñÿ ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ

ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ,

m = 1,2.
Ïî ðåçóëüòàòàì N èñïûòàíèé âû÷èñëÿþò-

ñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ ïðîãíîç-

íûõ çíà÷åíèé îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ

y* = f(x*, β):

, m = 1,2.

Ñðàâíåíèå çíà÷åíèé d
1
è d

2
ïîçâîëÿåò âûÿñ-

íèòü «êà÷åñòâî» ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé, îáåñïå÷è-
âàåìîå ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè ïðè çàäàííîì óðîâ-
íå îòñå÷åíèÿ k íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèè
îøèáêè íàáëþäåíèé N

k
(a, σ2).

Численные результаты

Èçëîæåííàÿ ñõåìà ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòà-
íèé áûëà ðåàëèçîâàíà â âèäå ñöåíàðèÿ (m-ôàé-
ëà) ñèñòåìû MATLAB. Â êà÷åñòâå èññëåäóå-

ìîé çàâèñèìîñòè ðàññìàòðèâàëàñü ôóíêöèÿ
y = x + 1, ò.å. âåêòîð ïàðàìåòðî β = (1, 1).

Çíà÷åíèå óðîâíÿ óñå÷åíèÿ k íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, îïèñûâàþùåãî îøèáêó èçìå-
ðåíèÿ, íà ïðàêòèêå âûáèðàþò èç èíòåðâàëà
[1,5; 2,5] (ñì., íàïðèìåð: [3]). Ýòî ýìïèðè÷åñ-
êîå ïðàâèëî íåäàâíî ïîëó÷èëî è òåîðåòè÷åñ-
êîå îáîñíîâàíèå [11; 12]. Â ïðîâåäåííîé ñåðèè
ýêñïåðèìåíòîâ óðîâåíü îòñå÷åíèÿ âûáèðàëñÿ
èç áîëåå øèðîêîãî èíòåðâàëà [0,2; 3] ñ øàãîì
0,2. Ïî ìåðå ðîñòà óðîâíÿ îòñå÷åíèÿ ïîëó÷àå-
ìûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèíèìàëè âèä îò ïî÷òè
ðàâíîìåðíîãî, ïðè k = 0,2, äî ïî÷òè íîðìàëü-
íîãî, ïðè k = 3. Ýòî ïîçâîëèëî ñìîäåëèðîâàòü
êà÷åñòâåííî ðàçëè÷àþùèåñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
öåëüþ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ îöåíîê äëÿ êàæäî-
ãî èç ìåòîäîâ: ÌÍÊ è ÌÖÍ. Äàò÷èê ñëó÷àéíûõ
÷èñåë ñ ðàñïðåäåëåíèåì çàäàííîãî âèäà áûë
ðåàëèçîâàí íà îñíîâå ñòàíäàðòíîé ôóíêöèè
randn.

Äëÿ êàæäîãî èç âèäîâ ðàñïðåäåëåíèÿ îøèá-
êè, à òàêæå îäíîãî èç çíà÷åíèé êðàòíîñòè «èç-
ìåðåíèé» Q = 1, 2, 3, 5, 7, 9 îñóùåñòâëÿëîñü
N = 1000 èñïûòàíèé, ñîñòîÿùèõ â ãåíåðèðîâà-
íèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, èìèòèðóþùèõ
ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé è ïîñòðîåíèÿ ïî ýòèì
äàííûì ÌÍÊ- è ÌÖÍ-ïðîãíîçîâ çíà÷åíèé çà-
âèñèìîñòè. Òàáëèöà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ
ôîðìèðîâàëàñü íà îñíîâå òàáëèöû çíà÷åíèé èñ-
ñëåäóåìîé çàâèñèìîñòè íà ðàâíîìåðíîé ñåò-

êå T
0
= {(x

i
, y

i
0) | y

i
0= x

i
+1, x

i
= i, i = 1,...,10} ïóòåì

Òàáëèöà 1
Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ÌÍÊ-ïðîãíîçà

(d
1
) ïðè ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ óñå÷åíèÿ
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (k)

è êðàòíîñòè èçìåðåíèé (Q)

Òàáëèöà 2
Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ÌÖÍ-ïðîãíîçà

(d
2
) ïðè ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ óñå÷åíèÿ
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (k)

è êðàòíîñòè èçìåðåíèé (Q)

Ýêñïåðèìåíòû ïî îöåíèâàíèþ ïàðàìåòðîâ ýìïèðè÷åñêîé çàâèñèìîñòè...



26

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

äîáàâëåíèÿ îøèáêè ñ óñå÷åííûì ñòàíäàðòíûì

íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì N
k
(0,1):

T(n)= {(x
i
,y

ij
(n)) | y

ij
(n) =y

i
0+ε

ij
, i = 1,...,10, j=1,...,Q}.

Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 1 è 2, à
òàêæå ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ
1�3.

Êà÷åñòâåííûé àíàëèç âçàèìîñâÿçåé ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèé ÌÍÊ- è ÌÖÍ-ïðî-
ãíîçîâ ñ óðîâíåì óñå÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ îøèáêè è êðàòíîñòüþ èçìåðåíèé
ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå íàáëþäåíèÿ:

1. Ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ óðîâíÿ óñå÷åíèÿ
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáêè èçìåðåíèé
k ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ è ÌÍÊ-, è
ÌÖÍ-ïðîãíîçîâ òàêæå óáûâàþò. Ïðè ýòîì äëÿ
ÌÍÊ-ïðîãíîçà ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ìîæíî êà-
÷åñòâåííî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê ëîãàðèôìè-
÷åñêóþ èëè ëèíåéíî-ëîãàðèôìè÷åñêóþ, â òî
âðåìÿ êàê äëÿ ÌÖÍ-ïðîãíîçà � êàê ïîëèíî-
ìèàëüíóþ.

2. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k îöåíêè ÌÍÊ-
ïðîãíîçà áîëåå óñòîé÷èâû. Îäíàêî ñ óìåíüøå-
íèåì k èõ ïðåèìóùåñòâî çíà÷èòåëüíî óòðà-
÷èâàåòñÿ. Áîëåå òîãî, ñ óâåëè÷åíèåì êðàòíîñòè
èçìåðåíèé Q êàðòèíà ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ. Îáúÿñíåíèå ýòîìó ôàêòó ñîñòîèò â
óìåíüøåíèè ñòåïåíè ñîîòâåòñòâèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ îøèáêè èçìåðåíèÿ ãèïîòåçå î íîðìàëü-
íîñòè, â ðàìêàõ êîòîðîé ÌÍÊ äàåò êà÷åñòâåí-
íûå ðåçóëüòàòû. Â òî æå âðåìÿ ïðèáëèæåíèå
ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáêè ê ðàâíîìåðíîìó âñå áî-
ëåå ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó èç áàçîâûõ ïðåäïî-
ëîæåíèé ÌÖÍ î ðàâíîöåííîñòè âñåõ ýëåìåí-
òîâ ìíîæåñòâà íåîïðåäåëåííîñòè.

3. Ñ óâåëè÷åíèåì êðàòíîñòè èçìåðåíèé Q
óñòîé÷èâîñòü ÌÖÍ-îöåíîê ðàñòåò çàìåòíî áû-
ñòðåå. Òåíäåíöèÿ óñèëèâàåòñÿ ïî ìåðå óìåíü-
øåíèÿ óðîâíÿ óñå÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ îøèáêè èçìåðåíèé, ò.å. ïî ìåðå
ïðèáëèæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ê ðàâíîìåðíîìó.
Ýòîò ôàêò ñâèäåòåëüñòâóåò î ñïîñîáíîñòè ÌÖÍ
íåÿâíî íàêàïëèâàòü èíôîðìàöèþ î ðàñïðåäå-
ëåíèè îøèáêè, íå çàäåéñòâóåìóþ èì ÿâíûì îá-
ðàçîì â îòëè÷èå îò ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîöåäóð
îöåíèâàíèÿ, è ïîäòâåðæäàåò òåîðåòè÷åñêèé âû-
âîä Â.À. Ñóõàíîâà î âûñîêîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñ-
òè ÌÖÍ-îöåíîê ñ ðîñòîì ÷èñëà íàáëþäåíèé.

Заключение

Ýêñïåðèìåíòàëüíî âûÿâëåííûå â íàñòîÿùåé
ðàáîòå êà÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ÌÍÊ- è
ÌÖÍ-îöåíîê ñâèäåòåëüñòâóþò î áîëåå âûñî-
êîé ýôôåêòèâíîñòè ÌÍÊ ïðè îöåíèâàíèè ïà-
ðàìåòðîâ ýìïèðè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ïðè ñîáëþ-
äåíèè ãèïîòåç î íîðìàëüíîñòè è íåçàâèñèìîñòè
îøèáîê èçìåðåíèé, õîòÿ ïðè îòñóòñòâèè äîñ-
òîâåðíîé èíôîðìàöèè î ðàñïðåäåëåíèè îøè-
áîê è óâåëè÷åíèè êðàòíîñòè íàáëþäåíèé ÌÖÍ

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî
îòêëîíåíèÿ ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûõ
ÌÍÊ (d

1
), îò óðîâíÿ îòñå÷åíèÿ íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ (k) è êðàòíîñòè íàáëþäåíèé (Q)

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî
îòêëîíåíèÿ ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûõ
ÌÖÍ (d

2
), îò óðîâíÿ îòñå÷åíèÿ íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ (k) è êðàòíîñòè íàáëþäåíèé (Q)

Ðèñ 3. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî
îòêëîíåíèÿ ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûõ

ÌÍÊ (d
1
) è ÌÖÍ (d

2
), îò óðîâíÿ óñå÷åíèÿ

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (k)
è êðàòíîñòè íàáëþäåíèé (Q)
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