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ÔÈÇÈÊÀ

Â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè ãåîôèçè÷åñêîé è ìàãíèò-
íîé ãèäðîäèíàìèêè áîëüøîé èíòåðåñ âûçûâàåò
èçó÷åíèå çàâèõðåííûõ äâèæåíèé æèäêîñòè, à òàê-
æå ìîäåëü íåëèíåéíîé òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ òðåìÿ ãàðìî-
íè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè. Â ðÿäå ðàáîò (ñì., íàïðè-
ìåð, [1, 2]) óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷è-
âîñòè îñíîâíîãî ïîòîêà âîçíèêàþò âòîðè÷íûå
òðåõìåðíûå àâòîêîëåáàòåëüíûå ðåæèìû, êîòîðûå
ïðèâîäÿò ê äåôîðìàöèè èñõîäíîãî ïðîôèëÿ òå÷å-
íèÿ. Íà òàêîì ó÷àñòêå ÿâëåíèÿ îáóñëîâëåíû íå-
ëèíåéíûì õàðàêòåðîì ðàçâèòèÿ âîçìóùåíèé. Ïîñ-
ëå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ëàìèíàðíûõ ðåæèìîâ
íàáëþäàåòñÿ ðîñò ýíåðãèè ïóëüñàöèîííîãî äâèæå-
íèÿ, ÷òî íå ñïîñîáíà îáúÿñíèòü ëèíåéíàÿ òåîðèÿ.
Ïðîñòåéøåå êîëëåêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå âîçìó-
ùåíèé èëëþñòðèðóåò íàáîð òðåõ ãàðìîíè÷åñêèõ
êîëåáàíèé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíèì èç ïîäõîäîâ äëÿ
èññëåäîâàíèÿ òå÷åíèé, èìåþùèõ æåñòêèé õàðàê-
òåð ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå
ýñêàëàòîðíîé ñõåìû, ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå [3].
Â ðàáîòå [4] îïèñàíà ëèíåéíàÿ óñòîé÷èâîñòü òå÷å-
íèÿ ãåòåðîãåííîé æèäêîñòè â òðóáå êîëüöåâîãî
ñå÷åíèÿ, âíåñåíî ïðåäëîæåíèå, ÷òî ñóùåñòâóåò âòî-
ðè÷íûé ðåæèì òå÷åíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ìîäåëü òå÷åíèÿ äëÿ ïåðâîãî ýòàïà ýñêà-
ëàòîðíîé ñõåìû.

Ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî
èçó÷åíèþ ëàìèíàðíî-òóðáóëåíòíîãî ïåðåõîäà è
ðàçâèòîãî òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî
äîáàâëåíèå ÷àñòèö â ïîòîê â ðÿäå ñëó÷àåâ ðàäè-
êàëüíî ìåíÿåò åãî ñâîéñòâà.

Óñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ ãàçà ñî âçâåøåííû-
ìè òâåðäûìè ÷àñòèöàìè âïåðâûå èññëåäîâàë
Ï. Ñýôôìåí [5]. Ïîçäíåå çàäà÷ó ëèíåéíîé óñ-
òîé÷èâîñòè äëÿ ñèëüíî ðàçðåæåííîé ãàçîâçâå-
ñè èçó÷àë Ä. Ìèõàýëü [6]. Ïîÿâëåíèå ýòèõ
ðàáîò áûëî ñâÿçàíî ñ òåì ýêñïåðèìåíòàëüíûì
íàáëþäåíèåì, ÷òî äîáàâëåíèå ìåëêèõ ÷àñòèö ê
ãàçó ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíîìó óìåíü-
øåíèþ äèññèïàöèè ýíåðãèè. Ï. Ñýôôìåí ïðåä-
ïîëîæèë, ÷òî ÷àñòèöû ïûëè ñëåäóþò çà ïîòî-
êîì ãàçà ñ íåêîòîðûì çàïàçäûâàíèåì,
îáóñëîâëåííûì èíåðöèåé è ñîïðîòèâëåíèåì,
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå Ñòîêñà, à
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Óñòîé÷èâîñòü äâóõôàçíîé æèäêîñòè òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ
â òðóáå êîëüöåâîãî ñå÷åíèÿ â ìîíîãàðìîíè÷åñêîì
ïðèáëèæåíèè

òàêàÿ ñìåñü îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Íàâüå-
Ñòîêñà äëÿ æèäêîñòè è óðàâíåíèåì ïåðåíîñà
äëÿ ÷àñòèö. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ïëîñêî-
ïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé íàèáîëåå îïàñíûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ äâóìåðíûå âîçìóùåíèÿ, ÷òî ñîãëàñóåò-
ñÿ ñ òåîðåìîé Ñêâàéðà. Â ðàáîòàõ [7, 8]
ðàññìàòðèâàëàñü ëèíåéíàÿ óñòîé÷èâîñòü òå÷å-
íèÿ Ïóàçåéëÿ è Êóýòòà â ïëîñêîì êàíàëå äëÿ
îäíîðîäíîãî ïðîôèëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö.
Èññëåäîâàëàñü ýâîëþöèÿ ìàëûõ äâóìåðíûõ âîç-
ìóùåíèé. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìåëêèå ÷àñòèöû
îêàçûâàþò íà òå÷åíèå äåñòàáèëèçèðóþùåå âëè-
ÿíèå, à êðóïíûå � ñòàáèëèçèðóþùåå.

Â ðàáîòå [9] èçó÷àëîñü íåîäíîðîäíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ÷àñòèö â ïîòîêå äëÿ òå÷åíèÿ â ïîãðàíè÷-
íîì ñëîå íà ïëîñêîé ïëàñòèíå.

Â ëèíåéíîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ïàðàëëåëü-
íûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè îáû÷íî èçó÷àþòñÿ
äâóìåðíûå âîçìóùåíèÿ, òàê êàê äëÿ ìíîãèõ òå÷å-
íèé ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ñêâàéðà. Èçâåñòíî, ÷òî
ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà îáëàñòü ãåíåðà-
öèè òóðáóëåíòíîñòè íà íà÷àëüíîì ýòàïå åå ðàçâè-
òèÿ ôîðìèðóåòñÿ òðåõìåðíûìè âîçìóùåíèÿìè.
Êðîìå òîãî, ñêîðîñòü ïðîèçâîäñòâà òóðáóëåíòíîé
ýíåðãèè îáóñëîâëåíà íå äåêðåìåíòàìè ïî ëèíåé-
íîé òåîðèè, à íåëèíåéíûì òðåõãàðìîíè÷åñêèì âçà-
èìîäåéñòâèåì íåéòðàëüíûõ è íàðàñòàþùèõ âîç-
ìóùåíèé, òðåõìåðíîñòü êîòîðûõ èãðàåò
ñóùåñòâåííóþ ðîëü.

Ì.À. Ãîëüäøòèê, Â.Í. Øòåðí ïðåäëîæèëè ýñêà-
ëàòîðíóþ ñõåìó ïðèáëèæåííîãî îïèñàíèÿ òóðáó-
ëåíòíîñòè. Íà ïåðâîì ýòàïå (ìîíîãàðìîíè÷åñêîå
ïðèáëèæåíèå) ïóëüñàöèè ñêîðîñòè àïïðîêñèìèðó-
þòñÿ îäíîé ãàðìîíèêîé ïî îäíîðîäíûì ïåðåìåí-
íûì [3].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîíî-
ãàðìîíè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ãåòåðîãåííîé
æèäêîñòè â òðóáå êîëüöåâîãî ñå÷åíèÿ. Òå-
÷åíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè:
÷èñëîì Ðåéíîëüäñà, ìàññîâîé êîíöåíòðàöè-
åé ÷àñòèö è âðåìåíåì ðåëàêñàöèè, êîòîðîå
îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðîì è ïëîòíîñòüþ ÷àñ-
òèö. Ïðîôèëü ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññîâîé êîí-
öåíòðàöèè ÷àñòèö ñ÷èòàåòñÿ îäíîðîäíûì,
âîçìóùåíèå, íàêëàäûâàåìîå íà òå÷åíèå, �
òðåõìåðíûì.
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Ðèñ. 1. Âèä ïðîôèëÿ òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ â òðóáå êîëü-
öåâîãî ñå÷åíèÿ

Ðàññìîòðèì òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè ñ ÷àñòèöàìè ìåæäó äâóìÿ êîàêñèàëü-
íûìè öèëèíäðàìè (ðèñ. 1). Îñü Oz öèëèíäðè-
÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàïðàâèì ïî îñè
öèëèíäðîâ âäîëü îñíîâíîãî òå÷åíèÿ. Ðàäèóñ
âíóòðåííåãî öèëèíäðà � x, âíåøíåãî � x+1.
Áóäåì ñ÷èòàòü ñòåïåíü ðàçðåæåííîñòè ÷àñòèö
íàñòîëüêî áîëüøîé, ÷òî íåïîñðåäñòâåííûì âçà-
èìîäåéñòâèåì ÷àñòèö è ñâÿçàííûìè ñ íèì
ïðîöåññàìè ïåðåíîñà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Áó-
äåì òàêæå ïðåíåáðåãàòü áðîóíîâñêèì äâèæå-
íèåì è ñèëîé Àðõèìåäà. ×àñòèöû ïðåäïîëàãà-
þòñÿ ñôåðè÷åñêèìè [7].

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ äâóõôàçíîé æèäêîñòè, çàïèñàí-
íóþ â áåçðàçìåðíîì âèäå:
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Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñòà-
öèîíàðíîå òå÷åíèå ïàðàëëåëüíî, òîãäà ëåâàÿ
÷àñòü óðàâíåíèÿ ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó ïðîôèëü
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îñíîâíîé ïðîôèëü ñêîðîñòè ÷àñòèö p0V  äîëæ-

íû áûòü ðàâíû. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðîôèëü
ñêîðîñòè ÷àñòèö ðàâåí ïðîôèëþ ñêîðîñòè æèä-
êîñòè èëè ãàçà ìåæäó ïîòîêàìè ÷àñòèö è æèä-
êîñòè åñòü ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå. Ïëîòíîñòü
æèäêîñòè ïî ñå÷åíèþ êàíàëà ñ÷èòàåòñÿ îäíî-
ðîäíîé, à ïëîòíîñòü ÷àñòèö ìîæåò áûòü ðàç-
ëè÷íîé.

Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ìîíîãàðìîíè÷åñêîãî

ïðèáëèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè. Äëÿ ýòîãî ïðåä-
ñòàâèì ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1)
â âèäå ñóììû ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ è âîçìóùå-
íèÿ. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåì âîçìóùåíèå â âèäå
ñïèðàëüíûõ âîëí
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Èç ôîðìóëû (8) âèäíî, ÷òî ñèñòåìà ñõîäíà
ñ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä ñêîðîñòåé è äàâëåíèé,
ïîëó÷åííîé ïðè âûâîäå óðàâíåíèé äëÿ ëèíåé-
íîé çàäà÷è [4]. Â äàííîì ñëó÷àå äîáàâèëèñü
ïåðåìåííûå, îáóñëîâëåííûå äîïîëíèòåëüíûì
÷ëåíîì â ïðîôèëå îñíîâíîãî òå÷åíèÿ.

Ñèñòåìà (8) ñîâìåñòíî ñ ãðàíè÷íûìè óñëî-

âèÿìè 0),,w(
1,

=ψΦ
+ξξ  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îä-

íîðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò ðåøàòüñÿ ÷èñëåííî ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîãîíêè
[3].

Îïèñàíèå òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé
ãåòåðîãåííîé æèäêîñòè, êîòîðîå ïðèâåäåíî
âûøå, ïîëó÷åíî èñõîäÿ èç ôåíîìåíîëîãè÷åñ-
êîãî ñïîñîáà îïèñàíèÿ ïîäîáíîãî ïîòîêà
æèäêîñòè. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðåäïðèíèìà-
þòñÿ ñëåäóþùèå ïîïûòêè îïèñàíèÿ äâóõôàç-
íîé æèäêîñòè. Óðàâíåíèÿ äëÿ æèäêîñòè

ÔÈÇÈÊÀ

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà

Re* îò âåëè÷èí f è î  . Öèôðû ó êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþò ñëåäó-
þùèì çíà÷åíèÿì ìàññîâîé êîíöåíòðàöèè:1 � f = 0.05; 2 � f
= 0.1; 3 � f = 0.2

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà

Re* îò âåëè÷èí f è î  . Öèôðû ó êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþò ñëåäó-
þùèì çíà÷åíèÿì ìàññîâîé êîíöåíòðàöèè: 1 � f = 0.05; 2 �
f = 0.1; 3 � f = 0.2

îïèñûâàþò èçâåñòíûìè óðàâíåíèÿìè ãèäðî-
äèíàìèêè, à óðàâíåíèÿ äëÿ ÷àñòèö � êèíå-
òè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè [10�12]. Â èòîãå
ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ñòàíîâÿòñÿ, âåðî-
ÿòíî, áîëåå ðåàëèñòè÷íûìè. Õîòÿ ôåíîìå-
íîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü îáëàäàåò ðÿäîì íåäî-
ñòàòêîâ (îíà ïëîõî ðàáîòàåò â ñèëüíî
íåðàâíîâåñíûõ ñëó÷àÿõ, à ðåçóëüòàòû ïîëó-
÷àþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðûõ ïîñòîÿí-
íûõ èëè ôóíêöèé), íà ýòîì ïóòè áûëè ïî-
ë ó ÷ å í û  ä î â î ë ü í î  â ï å ÷ à ò ë ÿ þ ù è å
ðåçóëüòàòû.

Èñõîäÿ èç òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ,
ïðèâåäåííûõ â äàííîé ðàáîòå, ìîæíî ñäå-
ëàòü íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ î âåðîÿòíûõ
ðåçóëüòàòàõ ÷èñëåííîãî àíàëèçà, êîòîðûé
áóäåò ïðîâåäåí ïîçäíåå. Èçâåñòíî, ÷òî óñ-
òàíîâëåíèå ñïèðàëüíûõ àâòîêîëåáàíèé ïðè-
âîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ âðàùåíèÿ îñíîâíî-
ãî ïîòîêà [1, 2]. Êàê âèäíî èç ëèíåéíîé
òåîðèè óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæè-
ìàåìîé äâóõôàçíîé ãåòåðîãåííîé æèäêîñòè
[4], ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ðàäè-
óñà âíóòðåííåãî öèëèíäðà x < 3.5 íàèáî-
ëåå îïàñíûìè ñòàíîâÿòñÿ òðåõìåðíûå ñïè-
ðàëüíûå âîçìóùåíèÿ m = 1 è m = 2.

Çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë Ðåéíîëü-
äñà äëÿ õàðàêòåðíûõ çíà÷åíèé ìàññîâîé êîí-
öåíòðàöèè ÷àñòèö f îò x äëÿ ëèíåéíîé òåî-
ðèè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 2 ïðè m = 1
è íà ðèñóíêå 3 ïðè m = 2.

Èç ýòèõ ðèñóíêîâ õîðîøî âèäíî, ÷òî c
ðîñòîì êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ïðè SR << 1
ïðîèñõîäèò äåñòàáèëèçàöèÿ òå÷åíèÿ, ò.å.
êðèòè÷åñêèå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà óìåíüøàþò-
ñÿ. Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà SR ñ ðîñ-
òîì êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö çàâèñèìîñòè êðè-
òè÷åñêèõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà Re* îò âåëè÷èí
x ñìåùàþòñÿ âïðàâî. Ïðîèñõîäèò ñòàáèëè-
çàöèÿ ïîòîêà ïðè óâåëè÷åíèè êîíöåíòðàöèè
÷àñòèö. Òàêèì îáðàçîì, óâåëè÷åíèå êîíöåí-
òðàöèè ÷àñòèö â ïîòîêå ïðèâîäèò ê äåñòà-
áèëèçàöèè òå÷åíèÿ ïðè SR << 1, îäíàêî ñ
ðîñòîì ïàðàìåòðà SR ïðèñóòñòâèå â ïîòî-
êå ÷àñòèö ïðèâîäèò ê åãî ñòàáèëèçàöèè.

Âçàèìîäåéñòâèå ñïèðàëüíûõ ìîä íà íåëè-
íåéíîì ýòàïå ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè âåäåò
ê ôîðìèðîâàíèþ äâóõ òèïîâ àâòîêîëåáàíèé:
îñåñèììåòðè÷íûõ è ñïèðàëüíûõ. Óñòàíîâëåíèå
îñåñèììåòðè÷íîãî àâòîêîëåáàòåëüíîãî ðåæè-
ìà ïðèâîäèò ê äåôîðìàöèè èñõîäíîãî ïðî-
ôèëÿ òå÷åíèÿ. Ïîäîáíîå èçìåíåíèå îñíîâíîãî
ïðîôèëÿ òå÷åíèÿ äîëæíî ïðîèñõîäèòü è ïðè
èçó÷åíèè ìîíîãàðìîíè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ.
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